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Sulla teoria delle congruenze di curve 
in una varieta qualunque a tre di- 
mensioni. 


(Di AureLio Darr’ Acqua, a Venezia ) 





PREFAZIONE. 


iF Ricci nella sua Memoria Sui sistemi di congruenze ortogonali (*), 
ha determinato le proprietà fondamentali delle congruenze di curve, in fun- 
zione di quegli invarianti a tre indici ynrz, su cui egli impernia tutta la sua 
teoria. Ma dalla considerazione delle linee della congruenza egli potè desu- 
mere soltanto il significato geometrico di alcuni fra quegli invarianti, mentre 
quello degli altri è strettamente legato ad un ente connesso colla congruenza 
in modo intimo e univoco, col complesso cioè di tutte le congruenze ad essa 
ortogonali. 

Qui la ragione prima del mio studio, in cui ad ogni congruenza è as- 
sociato (e lo studio dell’una procede del pari con quello dell’altro) questo in- 
sieme di congruenze ortogonali, che io chiamo complesso ortogonale, o sem- 
plicemente complesso, quando non ne venga ambiguità. E dalla Memoria del 
Ricci, riassunta per la parte che ci interessa, nell’ Introduzione, le mosse di 
questo lavoro. 

Fra i campi più spigolati della geometria differenziale, e pur così lon- 
tani ancora dall'essere mietuti, è la teoria delle famiglie di superfici, di cui 
si trova tanta parte nelle opere del Lam prima, poi del DarBoux, del Rarry, 
del Bonner, in Francia; in Germania del Voss, del Weingarten, e di tanti 





(#) G. Ricci, Dei sistemi di congruenze ortogonali in una varietà qualunque, (Memorie 
dei Lincei, Ser. V, Vol. V.) 
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altri. Come è noto, le normali di tali superfici inviluppano delle congruenze 
di curve, le cui traiettorie ortogonali giacciono quindi sulle superfici, ne co-. 
stituiscono tutte le linee, « in certo modo le generano. Poi che in questo caso 
le linee generanti il complesso si riducono a generare una famiglia di superfici, 
il complesso in ogni caso può venir considerato come generalizzazione di questa 
famiglia. 

D'altra parte si riattacca alla mia teoria, come caso particolare, anche 
la teoria delle congruenze rettilinee, applicata ed applicabile in tanto e così 
vario modo alle questioni più importanti della scienza, e i cui fondamenti 
furono posti dal Kummer nella sua celebre Memoria: Allgemeine Theorie der 
geradlinigen Strahlensysteme (*) arricchita dei recenti lavori del Darsovx, 
del Cosserat, del Guicnarp, del Voss, ecc. 

E poichè apparisce evidente che in molte ricerche lo studio delle con- 
gruenze curvilinee e dei loro complessi ortogonali, come più generale di quelli 
citati or ora, debba dar risultamenti più generali ed importanti, ed una lar- 
ghezza di veduta maggiore, non mi parve inutile fissarne le linee generali. 

Nè si creda, e tutta l’opera sta a dimostrar questo asserto, che la ge- 
neralità maggiore tolga di precisione o di evidenza alle formole, di concre- 
tezza ai teoremi. 

Troveremo anzi teoremi straordinariamente semplici, esprimenti concetti 
rigidamente determinati, e formole che mostreranno chiaramente la genesi 
dei teoremi e in cui le notazioni scelte saranno in particolar modo adatte 
alle deduzioni per i più notevoli casi particolari. 

Per dar maggior concretezza all’opera mia ho limitato le ricerche allo 
spazio con tre dimensioni, avendo di mira le proprietà, certo più direttamente 
interessanti, dello spazio euclideo. Ma poichè per restringere ancor più il 
campo mi sono in questo primo lavoro trattenuto nello studio delle proprietà 
dipendenti direttamente dall’ espressione dell'elemento lineare, prescindendo 
dalla curvatura dello spazio e dalle flessioni cui possa venir assoggettato, an- 
cora senza perder nulla d’evidenza e di semplicità ho scelto per campo lo 
spazio qualunque con tre dimensioni, perchè non ne venisse una restrizione 
vana e non restasse alcun dubbio sul campo di validità dei teoremi. 

Io credo che sia veramente nuova questa idea di associare ad ogni con- 
gruenza le sue traiettorie ortogonali, e di definire per l’ente così generato 
dei concetti di curvatura e dei concetti di linea geodetica, linea di curva- 


(*) Journal von Crelle, Band 57. 
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tura, asintotica, e così via (le ortogonali canoniche sono definite anche dal 
Rica). Soltanto seppi or non è molto che l’abate Issary nell'87 aveva pre- 
sentato una Memoria cui faceva seguito un’altra nell’88, alla Società mate- 
matica di Francia (*) in cui egli studia un ente che chiama pseudo-superfice, 
e su cui in modo analogo al mio estende i concetti di cui ho ora parlato. 

Ma anzichè partire da una congruenza e considerar tutte le congruenze 
ortogonali, egli parte da una superfice, ne deforma (con una deformazione 
infinitesima) le linee, ottenendo nuove linee che non giacciono in generale 
più sopra una superfice; e a queste nuove linee finalmente egli associa la 
congruenza (rettilinea) delle normali, trascurando tutte le altre traiettorie or- 
togonali della congruenza. All’insieme di quelle traiettorie che egli considera, 
dà il nome di pseudo-superfice. Egli ritrova così per via piuttosto artifiziosa 
ed indiretta alcune proprietà analoghe alle mie, e che a me invece scaturi- 
scono in modo semplice, grazie al metodo di calcolo differenziale assoluto, 
che vi ho adoperato costantemente. 

L’opera dell’Issary non è scevra però da inesattezze. 


* 
* * 


Non traccio qui le linee del mio lavoro, perchè troppo mi sono indu- 
giato, e la lunghezza del cammino mi incalza. Il diffuso indice dei paragrafi 
basterà a dare un’idea della traccia. Mi limito soltanto a dichiarare che nel 
l’ultimo capitolo non intesi fare una trattazione completa delle congruenze 
di cui si tien ivi parola, ma solo una elementare applicazione dei risulta- 
menti dei precedenti capitoli, poco aggiungerdo alle proprietà già note. 

Dirò piuttosto che oltre alle Memorie citate del Riccr e del Kummer, mi 
furono di guida o d’aiuto o d’utile confronto, la Teoria delle superficie, le 
Memorie: Dei covarianti e controvarianti di una forma differenziale e del 
loro uso nell’analisi applicata, e Sui gruppi continui di movimenti in una 
varietà qualunque, del Ricci (**); l’opera del Bianconi, Lezioni di geometria 


(*) Issazy, Nouveaux principes de la theorie des congruences de droites. (Bulletin de 
la Societé mathématique de France, 1887.) — Étude géométrique sur la courbure des pseudo- 
surfaces. Ibidém, 1888. | 

(**) Teoria delle superficie (lit.), Drücker, Padova, 1898. — Dei covarianti, ecc., nella 
pubblicazione offerta dall’Universitä di Padova all’Universitä di Bologna nel suo cente- 
nario, — Sui gruppi, ecc. Memorie della Società italiana delle Scienze, Ser. 3.*, Tom. XII, 
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differenziale; l’opera magistrale del Darsoux (*) e la Memoria: Sur les coor- 
données curvilignes dello stesso; l'Élude des elassoïdes del Risaucour (**), 
le Memorie del Bonner, del Cosserar, del DémartRE, del Guicnarp, del Rarry 
nei Comptes Rendus de l’Académie des Sciences, nei Memoires couronnes 
de l’Académie de Belgique, e nel Bulletin de la Societé mathematique de 
France; del Voss e del Lin nei Mathematische Annalen e nei Berichte zu 
Leipzig. 

Ricordo qui in modo particolare una Nota del prof. Levi-Crvira (***) 
sulle congruenze isotrope, per la coincidenza perfetta di metodi e di risulta- 
menti (che io ho poi completato e ampliato) cui eravamo giunti l’uno al- 
l'insaputa dell’altro; coincidenza che parrebbe strana se non fosse conseguenza 
necessaria dei metodi di calcolo differenziale assoluto, e che di questo dimo- 
strerebbe una volta di più, se ve ne fosse bisogno, la meravigliosa rigidezza 
e semplicità. 


INTRODUZIONE (****), 


Indichiamo con 


3 
ds = Yes Ors du A ts = 
1 


una forma quadratica positiva, che assumeremo come quadrato dell’elemento 
lineare di una varietà V; con tre dimensioni. Se consideriamo, come & sempre 
possibile, la nostra varietà giacente in uno spazio piano 2, con un numero n 
sufficiente di dimensioni, sarà (indicando con yn le coordinate cartesiane or- 
togonali di X,, e con yy, le loro derivate rispetto alle x.) 


n 


al 
Ars = Da Y hiv Ynys » 
1 





(#) Sur la theorie general des surfaces. Paris, 1895. 
(**) Memoires couronnés de l’Acad. de Belgique, 1887. 

° (##*) Sulle congruenze di curve. (Atti dei Lincei, Ser. V, Vol. VIII.) 

(##*#) I metodi qui adoperati sono quelli del Calcolo differenziale assoluto, e le deriva- 
zioni rispetto alle x si intenderanno senz'altro come derivazioni covarianti o controvarianti 
(rispetto a 9), secondo che porremo in basso o in alto gli indici corrispondenti. Quanto 
ai metodi di calcolo, cfr. le opere del Ricci e principalmente: Teoria delle superficie, 
Drücker, Padova, 1898, | 


in una varietà qualunque a tre dimensioni. 5 





Una 
AN = 7 (3, Ap AW) = 1), (1) 


ci definisce una congruenza (che indicheremo con À): ds è il suo elemento 
lineare. 

Data la A, esistono infinite coppie di congruenze, ortogonali in ogni punto 
fra loro e alla À. Indicatane una coppia con X,, ?,, valgono le relazioni: 


ee Lod Va I +1) 10-42) ec AVE 2) À! (r41) = De Er Als) AD | 


(2) 

1 

xe) == de Asie ta Agirte =: dirt? darti 
\ 


dove il sistema ers: è definito dalle (*) 


Epr+ir+2 = V a 
Erst + esse = 0 
Erst "n eri = 0 


(ricorderemo anche e, = 0). 

Nelle (2) abbiamo ammesso implicitamente che il verso positivo degli 
angoli vada dalla À alla 4,, da questa alla 2,, e e infine di nuovo alla À 

Le formole analoghe alle (1), (2), ma risolute rispetto alle %,, À, si 
ottengono da quelle scritte, ponendo 2 =, e facendo una conveniente ro- 
tazione d’indici. 

Indichiamo con À, una qualunque delle congruenze 2,, À, 2:j CON Any 
il suo sistema coordinato covariante; con dps la derivata covariante, rispetto 
ad x,, di An; e introduciamo col Ricci gli invarianti 


Ada = 2rs trs ay) x, 
ove 


Yhkı + yan = 0. 
Potremo scrivere: 


Lnjvs == SRI YhklAkır Aljs + (3) 





(*) Cfr. Ricci, Sui gruppi continui di movimenti in una varietà qualunque a tre di- 
mensioni. Memoria citata. — Qui e sempre per lo innanzi le somme che compaiono negli 
indici, si intenderanno come rotazioni eseguite su questi, 
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Mediante una nuova derivazione ed una eliminazione delle derivate terze, 
scrivendo : | 


dYh+1h+2k+1 d'Yhtihtehts , 5 


hk = —- - IT 42 (vine Re 
/hk Vers an À Ei Yhæihtol (7th bike — 7th thes) + 


+ /hh+ık+2 Yhhtzk+ı 7 Yhh+ık+ı /hh+2k+e 4 


abbiamo 
ES SES L 
7hk rs & hir “Ris 9 ( 4) 
da cui scende: 


PA er SDS (L,) 


Di queste solo le (Z,) sono indipendenti dagli «5 (simboli del Riemann 
relativi alle forme ternarie), e quindi dalla curvatura della nostra varietà. 
Indicando con eng il coseno dell'angolo che una %, fa con una Xx, sappiamo 
che valgono le | 

2, X) À hie == Ohk + 


Date quindi due. terne (24, 22, As), (A's, 2/2, As) di congruenze ortogonali, 
sara : | 
À'hr =; Zk Akh Arie: (4) 


se À, e %, coincidono, le (4) assumono la forma: 


A ir = GOs a Aye + sen a dele 


À ar = COS a doje sien ae? Mur ; 


dove 2 è l’angolo che Ja X, fa colla 2,. E indicando con y'nrı i ynrı relativi 
alla terna 2’, sarà: 


Y'a = COS & 7313 | SEN & ¥323 ) ) 
| o 
7 323 = COS & 7303 — SEN & Y313 Fe 
Y 311 = COS & Ya, + SEN? à 732 + SEN 2. COS & (319 + 7301) ) ' 
a 
Ÿ 329 = COS? a 7392 a sen? o, Fey sen a COS a (Yate +- 7301) ) ( ; 
7 212 = COS? à 7310 — SEN? a 752, + sen a COS a (7311 — 7380) ) > 
; È a: 
7 su = COS" a 7324 Soa sen’ « et ota sen a COS a (Ya PAT 7322) ) | ) 
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da 


AT ay AE cE = 
I da A da 
Lu > (vu a = COS a + {7 ar =| Sen a | (2,4) 


y | 4 Br cos Yan colse 
2227 eet N % Fae coe T d si): na. | 


Osserviamo che fra una congruenza e il suo complesso ortogonale vi é 
corrispondenza univoca; assumeremo quindi come sistema coordinato dell’uno 
quello dell’altra: indicheremo poi un complesso ortogonale ad una 2 col nome 
di complesso à. 

Ho gia fatto osservare in una mia Nota presentata all’Istituto Veneto (*) 
che il complesso (considerando V; immerso in un £,) ammette in ogni punto 
un piano di SY, tangente (tangente cioè a tutte le sue linee in quel punto) ed 
oo! piani normali, tangenti alla congruenza ortogonale. Le linee di questa 
si diranno traiettorie ortogonali del complesso; si dirà che due complessi si 
tagliano sotto l'angolo « quando si incontrino sotto tale angolo le sue tra- 
lettorie ortogonali; e si dirà infine intersezione di due complessi quella con- 
gruenza che giace sopra ambedue, e che perciò riesce ortogonale alle traiet- 
torie ortogonali di ambedue i complessi. 


CAPITOLO: I. 


1. Ci gioverà in molte ricerche la considerazione di una congruenza, 
le cui linee si mantengano parallele per uno spostamento in una determinata 
direzione. Per una nota osservazione del Poincaré, almeno in un intorno 
convenientemente piccolo, ciò è sempre possibile, a meno di infinitesimi d’or- 
dine superiore. Sia » questa congruenza (elemento lineare ds’), sia la dire- 
‘ zione di spostamento quella di una congruenza v (da il suo elemento li- 
neare): indicando con m (h=1, 2,... n) i coseni di direzione della 4 
nello spazio piano X, 


eo ut) | (1) 


(*) A. DaLL’Acqua, Ricerche sulle congruenze di curve in una varietà qualunque a tre 
dimensioni. (Atti del R. Istituto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti. Tom, LIX, Parte IL) 
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la condizione cui deve sodisfare la u è data dalla 


dan a 


do 0. 





Per la (1) questa si scrive: 
Ist (Ynies + Yi pes) = 0, 
e ricordando le 2, 47,3 Yny. = 0 (*) finalmente : 
Ls lys vi) = 0. (2) 


2. Prendiamo intanto da considerare Ja rotazione di una À intorno ad 
una qualunque ?%,, corrispondentemente a uno spostamento elementare lungo 
questa. 

Essa corrisponderà in ogni punto P alla variazione elementare dell’an- 
golo, che la À fa con una retta fissa m passante per P e giacente nel piano 
ortogonale alla %,: ossia, introducendo una congruenza u. che sia tangente 
in P alla m, e si mantenga parallela per uno spostamento d s,, essa sarà la 
variazione corrispondente a ds, dell’angolo a, definito dalla 


Din pr AU) = 008 a. 
Derivando, per la (2) (v=4,), 


d + ‘ 
ars PAO) Dg AGE CPE sen a + : (3) 


Ma essendo la u ortogonale alla %,, tenuto conto del verso positivo degli 
angoli, 
By = COS ary + (—1)Fsen ary, k==3, h, 


e per questa, dalla (3), 


che è indipendente dal valore iniziale di +. Il primo membro di questa ci 
dà la rotazione cercata. 





(*) Dalle ars = Ep Ynjr Ynis, per derivazione covariante rispetto ad a; si ha: 
=n Yhirt Yhis + Zh Yhir Yhi st = 0, 


é in questa scambiando prima 7 con s e sottraendo, poi s con ¢ e sottraendo dall’ultima 
ottenuta, si ha la formola enunciata. 
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Indicando con A la semisomma delle rotazioni elementari di una À in 
due direzioni ortogonali 2,, À, avremo: 


MA Ya — Ysu = Let Ars Anett), (4) 


Questa ci dice che A è costante intorno ad un punto, indipendente cioè 
dalla coppia À, da. 

La curvatura della proiezione di una A, sul piano normale al com- 
plesso 2, e tangente alla À, (curvatura che chiameremo curvatura normale) 
si ha calcolando la variazione, corrispondente ad uno spostamento d s,, del- 
l'angolo che la 2, fa colla tangente alla 4 nel punto P che si considera. 

Assumendo dunque una u tangente alla À in P, e sodisfacente alle (2) 
(v=,), posto | 
nur A) == COSA, 


abbiamo per derivazione (in Bra 2, a 4 


DS = — rs Ayyrs ir) Ais) = 3hh © 

Poichè la curvatura deve misurare l’allontanarsi della %, dalla normale, 
assumeremo l’angolo «2A, come positivo, per qualunque valore di È: 
dunque y3,, è la curvatura normale della 2, sul complesso 1. 

Considerando anche qui la semisomma (A) delle curvature normali di 
due À,, À, abbiamo: 


2H= Yauı + 7300 = Fete) a ) (5) 


cioè (essendo A indipendente da 2,, À) « La somma delle curvature nor- 
mali di due congruenze ortogonali di un complesso è costante intorno ad un 
punto n. © | 

Daremo ad H il nome di curvatura media del complesso 1. 

Per avere la curvatura in un punto P della proiezione di una 4, su] 
piano tangente al complesso X (curvatura tangenziale), basterà determinare la 
variazione, corrispondente allo spostamento d s,, dell’angolo che la 2, fa colla 


tangente alla 2, (X==3, 4) in P. Prendendo ancora una u, tangente in P 


alla A, (in P up = y, a = =| » dalla 


/ HA — 0080, 


do 
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si ha: 
da = 
reno VALE 


4 = 
Trattandosi ancora di una curvatura, assumeremo sempre «= u%, come 


positivo, quindi yz,, (k==3, A) rappresenta la curvatura tangenziale cercata. 

3. Veniamo alla considerazione di alcune linee notevoli sui complessi. 

La linea à, lungo cui la rotazione elementare della % è media (= A), è 
definita dalla 


Sr 7821 =e A, 
a cul equivale per la (4) la 


AT À. 


Leggiamo in queste che tali linee sono due e in ogni punto ortogonali 
fra loro: esse sono note sotto il nome di linee ortogonali canoniche; il 
Ricci (*) ha dimostrato che sono sempre reali. 

La loro equazione caratteristica si ottiene sottraendo le due testè scritte: 


7312 + 1320 0. (6) 


Pure due, e ortogonali in ogni punto, sono le linee Ja cui curvatura nor- 
male è uguale alla media. La loro equazione & 


alu 233 = 0. (7) 
Se due %,, À, sono di tal natura 
(Yu e Var = 0), (7) 


abbiamo (per le («,) dell’Introduzione): 
(608° a — sen? &) (311 — 7322) — 2 sen a COS a (731 + 730) = 0, 


la quale, supponendo le 2,, %, ortogonali canoniche, quando non sia insieme 
colla (6) verificata anche la (7), da: 


T 
rm 


dunque: « Le linee la cui curvatura normale & uguale alla media, sono le 
u bisettrici delle ortogonali canoniche. n Anch’esse quindi sono sempre reali. 





(*) G. Ricci, Dei sistemi di congruenze ortogonali in una varietà qualunque. Memoria 
citata. 
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4, Se le traiettorie ortogonali di una À giacciono sopra una famiglia 
di superfici, cioè se il complesso À degenera in una famiglia di superfici, 
chiameremo geodetiche del complesso quelle linee 2, (k = 1, 2) che sono geo- 
detiche sulle superfici, cioè quelle per cui si annulla identicamente la varia- 
zione prima (sul complesso) dell’integrale 


dar ds 
n= [Satu kee ti vota LAI (8) 


dove s, è l’arco della ),. 

Nel caso generale (A comunque) converremo di chiamare ancora geode- 
tiche di un complesso le linee di questo, per cui la variazione prima (sul 
complesso) del secondo membro della (8) è identicamente nulla: con che l’arco 
di queste linee intercetto fra due punti abbastanza vicini P, P', sarà minimo 
fra gli archi delle linee del complesso che congiungono P con P’. 

Posto per brevità 





d vr kb x 
dt 2 
Sh Zis rs Uy Lo) (9) 


la (8) si scrive: 


t 
Sp = | s',d t. 
to 


Dando alle x, una variazione dx, sul complesso, la corrispondente va- 
riazione di s, sara 


t 
25, = 2 sndt, (10) 





dove, dalla (9) pe i A 


SP = >, Ty Ar + gi h rst Ayst À Ty aie ies 
Ma con una integrazione per parti, ricordando che le dx, sono nulle ai 
limiti ¢,, ¢, dell’integrale, avremo 
t 


t 
| da, dt=— | 03.2: 





dpr ( ' 


hi 
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per cui la (10) assume la forma 


t t 
1 { r n . 
d 8, = — fs h dt drs 0 Ly Ay) Ars a or | Sj dt Yhlch 2, UT 0 Wy ) 
to 


to 
ma, poichè la variazione d x, è sul complesso, cioè 
Sa he ae (11) 


Ja (10) si serive definitivamente : 
t 
D 8 = — | Yhkh 2, À kr dx, Sn d t, k = h, 3, 
to 


e perché questa si annulli identicamente, 
Vhkh = 0. 


Dunque « Le geodetiche dei complessi sono linee di curvatura tangen- 
« ziale nulla ». 

Possiamo qui incidentalmente ricavare le condizioni perché una qual- 
siasi %,, sia geodetica della nostra varietà. Basterà infatti che la variazione 
prima della (8) si annulli identicamente, prescindendo dalla (11): sia cioè 


Es pes M) = 0. 


5. Per la nota osservazione del Poincaré, potremo in ogni punto P 
condurre la binormale e la normale principale della linea, passante per P, 
della nostra congruenza, considerata come linea (in un intorno di P) dello 
spazio piano tangente in P alla varietà V;. Queste linee riusciranno perciò 
tangenti alla V,, e invilupperanno su di essa due congruenze che diremo ri- 
spettivamente binormale in Vi, e normale principale in V;. 

Perchè una >, sia la congruenza binormale alla 1, essa dovrà in ogni 


punto P essere normale alle tangenti alla À in P e in P’ (PP = ds), ossia, 


assumendo una & che si muova parallelamente a se stessa per uno sposta- 


2 x ANTA . i 
mento ds, e tangente in P alla à, dovrà l'angolo u %, rimanere invariato per 
lo spostamento d s. 
Posto : 


à EN 
Dir pin) Apr COS L- An ’ 


di una varietà qualunque a tre dimensioni. 13 





derivando, per le (2) ( — à), 


rs Anırs pir) Ms) — 0, 
e in P, essendo y,=,, 


Jus 


Questa adunque è l'equazione caratteristica delle 2, binormali, e per la 
nota proprietà delle normali principali, essa è anche caratteristica delle dz 
(k==3, h) normali principali. 

6. Chiameremo flessione geodetica o prima curvatura geodetica di una à, 
il rapporto tra l’angolo di due normali principali alla À in due punti vicinis- 
simi, e l’arco di À intercetto fra questi due punti. - 

In altri termini essa è la curvatura normale della À sul complesso À, or- 
togonale alla normale principale. Dai risultamenti del paragrafo 2, con una 
conveniente rotazione d’indici, indicando con c la prima curvatura, 





C 





Yıs Yas == 0 (A, norm. princ.). 
Queste equivalgono evidentemente alla 
et 7523 = — rst Arse A”) 209) 16), (12) 


che è indipendente dalla normale principale. 
Osserviamo che le geodetiche della varietà hanno la prima curvatura 
geodetica nulla. 
Poniamo ora 
DARA ri COS EN 


mediante due derivazioni rispetto ad x, e ad a, moltiplicando per 4( 7 e 
sommando, otteniamo 


ost pet wl) MA A Spe tse LOYD MOA Lose pro ut AC) MO alr) + 


2 = = 
+ Sse Avs fur AU) A) aru) — — cos (7 — sen a Sez as MS) 200), 
Se supponiamo la u geodetica di V, (3s urs pl = 0) e tangente alla à nel 


punto che si considera (2, —u,, a = 0), la nostra equazione diventa : 


A d ©. 2 
Zyst Arst ‚DO — ee ; 


che mostra come c misuri l’allontanarsi della À dalla geodetica tangente, e 
giustifica il nome di curvatura geodetica, 
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Abbiamo poi in generale per ysis, 738 le espressioni : 
Ys13 == C COST, 73293 == CSENS, 


dove o è l’angolo che la 2, fa colla normale principale. Dunque se rappre- 
sentiamo in ogni punto la prima curvatura con un vettore di lunghezza c e 
tangente alla congruenza normale principale, le 7313, 73:3 sono le lunghezze 
delle componenti di (c) nella direzione À,, À. 

Diremo anche torsione in V, 0 seconda curvatura geodetica della à il 
rapporto tra l’angolo di due piani osculatori in due punti vicinissimi alla ?, 
e l’arco ds intercetto fra questi punti. 

Essa adunque è la rotazione della binormale intorno alla À per uno spo- 
stamento elementare. 

Con una conveniente rotazione degli indici, dal $ 2 abbiamo: 


Cee 97103 ANZ 0, 


a cui equivale per le («,), («,) dell’Introduzione, la 


nd d 
Te) 198 avn = (Vin DEE = — 7323 Sa > . (13) 
oppure 
Yes d 887 
Tata c ds ua 


che per le (12) (quando non sia c= 0) assume la forma 
d 
(cit as = Er ; 


Le (13) sono indipendenti dalla congruenza binormale, come si vede dal- 
l’espressione equivalente : 


re Lote OO ere ie he i), 
dove abbiamo posto 
F, = I; / ps MM), 


7. Se dalle (13) ricaviamo il valore di r,, torsione in V3 della à,, ab- 
biamo 
dyısı d =). 


TRE 
o) ET PRI ds 


Chiameremo, analogamente a ciò che si suole sulle superfici, torsione geo- 
detica sul complesso o in breve, quando non avvenga ambiguità, forsione geo- 
detica di una linea di un complesso, la torsione della geodetica del complesso, 
tangente alla linea stessa. 


di una varietà qualunque a tre dimensioni. 15 





Dalla formola teste scritta, la torsione di una X, geodetica del com- 
plesso À (y's. = 0) è: 


a dali 
Ga Tears 


Ma tutte le congruenze À,, u,, ecc. di un complesso tangenti in un punto 
hanno comuni in quel punto i valori degli invarianti ysnr (hk, k == 3) (avendo 
comuni i valori di A, my ecc., e i valori di dey, br, ecc.). Sarà: 


a 
ah en TE 


Quindi « la rotazione elementare di una x attorno ad una sua traiettoria 
ortogonale, è uguale alla torsione geodetica di questa sul complesso À ». 

Il teorema contenuto nella (4) ($ 2) si enuncia dunque così: 

« La somma delle torsioni geodetiche di due congruenze ortogonali di 
«un complesso, è costante intorno ad un punto.» All’invariante 4 daremo 
il nome di forsione geodetica media (brevemente torsione media) del com- 
plesso À. Le linee ortogonali canoniche restano allora definite come linee di 
torsione geodetica media. 


Dalle espressioni di A,, A, (torsioni medie dei complessi À, À): 
2 A, a Pitzer AT 


2 A, EN) 233122073139 
abbiamo : 


2 (Ai =" A;) == AE È 7321) 


quindi « I complessi ortogonali alle congruenze ortogonali canoniche hanno 
egual torsione media ». 


Questa proprietà è per essi caratteristica. 


CAPITOLO II. 


8. Chiameremo ‘linee di curvatura di un complesso quelle lungo cui 
le normali al complesso generano una rigata sviluppabile. Se nell'intorno di 
un punto sostituiamo alla congruenza curvilinea % quella / delle sue tangenti, 
le linee di curvatura della À giacciono sulle sviluppabili della /. 
Ricordando il significato cinematico degli invarianti — 7321) aı2 ($ 2), per- 
chè una À, sia linea di curvatura, dovrà essere ya. == 0, cioè «Le linee di 
« curvatura sono linee di torsione geodetica nulla ». 
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Possiamo perd far questa ricerca anche per altra via. 
Le equazioni della normale ad un complesso à, in un punto P sono: 


Ynr—yat po, = 0 RES 2 PRES 


in cui le Y, sono le coordinate correnti della retta te ortogonali dello 
spazio piano Xn), y, quelle di P, e 


IRON Pa 


i coseni di direzione (rispetto agli assi delle y„) della à. 


Le equazioni della normale nel punto P' (P P' =ds,) saranno (indi- 
cando con d una variazione lungo la %,): 


Vi — Ya—F Yn + pent? e bate es, =9, 
e perche queste due normali si incontrino : 
dyn = dpt po 
o le equivalenti (moltiplicando per y,, e sommando rispetto ad b), 


: d À 
Sit a dt P Ss Ms 16), 


che danno: 


Ya 0 (1) 
Uran 
Si 
eg 
7311 0 


La prima definisce le linee di curvatura; la seconda ci dice che p non 
varia per uno spostamento lungo la à, (esso è cioè il suo raggio di curva- 


tura; l’altra, in cui abbiamo posto w ts = ci da la curvatura della 2, che 


diremo curvatura principale. 
Abbiamo dunque la definizione: « ‘Le curvature principali di ‚un com- 
« plesso, sono le curvature normali delle sue linee di curvatura. » 
Dalla (1), con una conveniente rotazione d’indiei, abbiamo che perchè 
una À risulti di linee di curvatura per un complesso A,, dovrà essere F1 


7138 TS 0, 


di una varietà qualunque a tre dimensioni. 17 








e ricordando che la prima delle («,) dell’Introduzione, per « = cost., da 
Y 123 ==> V108 + 


ne ricaviamo che « Tra gli infiniti complessi cui una congruenza appar- 
« tiene, se essa è di linee di curvatura per uno, è tale anche per ogni altro 
« che incontri quello sotto angolo costante. » 

Scriviamo ora le torsioni medie di tre complessi ortogonali fra loro ),, 
Ae, =. Sarà (A = À:) 


2 An = 7hnh+1h4-2 > Yhrh+2h-+1 « (2) 


Se la à risulta di linee di curvatura pel complesso %, e quindi pel %,, 
(Yıss = 0) dalle (2) : 
A = A | As . 


In questa è un’importante generalizzazione di un teorema del Durm, 
completato dal DarBoux (*), che potremo esprimere così: 
« Se due complessi si tagliano ortogonalmente lungo una congruenza di 
« linee di curvatura, la torsione media del complesso ortogonale a questa è 
«uguale alla somma delle torsioni medie di complessi dati. » 
9. Sia una generica %, sul complesso À. Perchè essa risulti di linee 


di curvatura dovrà essere 
Ÿ's = 0, (3) 


che per le («;) dell’Introduzione è una equazione di 2.° grado in tg». 
Vediamo così che le linee di curvatura di un complesso sono due in ogni 
punto. 
La (3) supponendo la à, bisettrice delle ortogonali canoniche, dà 


leggiamo in essa che: « Le linee di curvatura e le ortogonali canoniche 
« hanno le stesse bisettrici. » 
La 


rel ae te 
7 314 = ® 


corrispondentemente ai due valori di tga dati dalle (3), dà per » due va- 
lori w,, %., e supponendo ancora A, bisettrice delle ortogonali canoniche, in- 


(*) DarBoux, Leçons sur la theorie generale des surfaces, vol. II, pag. 263. 
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dicando indifferentemente w,, w,, con w, dà: 
o = HE Visio 7321 ° (4) 


Possiamo intanto osservare che le due curvature principali, o sono am- 
bedue reali, o sono complesse coniugate; dal che risulta che la loro somma 
e il loro prodotto (per À, reale) sono sempre reali. 

Dalle (4) abbiamo per la somma 

Wi + W = 2 H, (5) 


cioè: « La curvatura media di un complesso è uguale alla media aritmetica 
« delle curvature principali ». 

Dalle (5), ove sia 

13.5 0 Ysı =D) 
sara 
7322 = Wa è 

Chiamando curvatura totale e indicando con K il prodotto delle curva- 

ture principali, le equazioni testè scritte equivalgono alla 


1 
K= Wet are 26781840 sel 9 Zrs Ars) Ars) (6) 


espressione indipendente delle linee di curvatura. (Gli elementi 
AM) = 2 7) ZN (Yaınzı 732442 — 731242 732441); 


sono i complementi algebrici divisi per a, degli elementi %,s nel determi- 
nante (nullo) Pau Ave hs |). 

Conoscendo ora le espressioni di H e K, possiamo osservare che le cur- 
vature principali devono sodisfare l’equazione 


o —2Ho+K=0, (7) 
da cui: 
w=H+VH—K. (EYE 


10. Determiniamo ora la massima e la minima curvatura normale di 
un complesso. Dalle (x) dell’Introdnzione, per derivazione rispetto ad e, : 
d'y'su 


da 


ATZE 2 sen & COS a (ya = Y322) + (cos? NS: sen’ 0.) (Ysır + 7301) i 0, 


da cui, supponendo la à, bisettrice delle ortogonali canoniche, 
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Dunque le curvature massime e minime di un complesso corrispondono 
alle linee ortogonali canoniche. Noi le chiameremo curvature canoniche 
(Ci, C2). 


Posto adunque 


7312 = — Yan = A, (8) 


sara 
CO, + C, = 2 A, 
C.C,=K— A’; 
potremo scrivere : 
C-2HC+K—A?=0, (9) 
e 
C=-=H+*\A4+H'- K. (9,) 


Vediamo intanto che, poi che le linee ortogonali canoniche sono sempre 
reali, e reali quindi le curvature canoniche, dovrà sempre essere : 


A° +PH°—K=0, 
Sempre nell'ipotesi (8), le (o,) dell’Introduzione assumono la forma 
7311 = Ci cos? a + Cs sen? «; 


essa è dovuta, nel caso delle’ superfici, ad EvLERO. 
Ponendo 


N 1 
er — 


_ ? 


2 


=<). 


; è il semidiametro (inclinato, sugli assi, dell'angolo «) della ellissi : 

DE CERI]: (D) 
o delle iperboli coniugate : 

ipy = ET, (D’) 


secondo che C, e C, sono dello stesso segno o di segno contrario. 

Noi assumeremo le (D), (D’) cogli assi tangenti alle linee ortogonali 
canoniche, con che « I quadrati dei loro semidiametri sono eguali all’in- 
« versa (in valore assoluto) della curvatura normale delle linee del complesso 
«ad essi tangenti », 
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Diremo (D) o (D') indicatrici di curvatura (o brevemente indicatri y 
del complesso. Esse per la (9,) assumono rispettivamente la forma : # 
A + y) NA PH Kot y) = 1, + 


Ha + y) + VA HER K (at — y) = + 1. 
1% Analogamente, dalle (as) dell’ Introduzione, derivando rispetto? 
e supponendo le >, ortogonali canoniche, avremo : 


Tr 
ms = 


quindi «I valori massimi e minimi delle torsioni geodetiche, corrispondono 
« alle bisettrici delle ortogonali canoniche ». Indicandoli con ¢,, &, posto: 


yu = 75 0 
sarà 
È, + ty = Yao Yai = 2 À 
ta bs == HE H? 
e 4, t,, saranno radici della Sa 
#-2At+KT—H?=0; 1% fisso 
quindi TRE 


{= ASP PR 
Nell'ipotesi (10) le («;) assumono la forma — 
— Y's tb cos® a + #, sen? a. 
La ellissi | 
7 È, ole y? da = 1 
o le iperboli | 
City = tl 
cogli assi tangenti alle bisettrici delle ortogonali canoniche, si diranno indi- 
catriei di torsione del complesso. Possiamo dar loro la forma 
A (a? + y) + VA? + A — K (at — y) —1 
A (0° +y') + VASE K (et — y) = + 1. 
Abbiamo il teorema : 


« Le linee di curvatura di un complesso ; sono tangenti in ogni punto anti 
4 asintoti della indicatrice di torsione relativa a quel punto. » 


di una varielà qualunque a tre dimensioni. zt 





Dalle (9,), (11) abbiamo anche che « La differenza massima in valore as- 
«soluto delle torsioni geodetiche delle linee di un complesso, è uguale al 
« valore assoluto della differenza delle curvature canoniche ». 

12. Abbiamo studiato le linee (linee di curvatura) definite dalla pro- 
| prietà che per due loro punti vicinissimi passa un piano che è normale in 
ambedue al complesso. Studieremo analogamente le linee che in due loro 
punti vicinissimi ammettono un medesimo piano tangente, tangente al com- 
plesso. Esse, nel caso delle superfici sono note col nome di usintotiche. 

Evidentemente, poi che il piano tangente ad esse e al complesso, è il 
loro piano osculatore, esse sono caratterizzate dal fatto che la % è ad esse 


binormale : la loro equazione sarà adunque (per una ?n) 
sina 0. (12) 


> N ali 

Y3hh 
| vediamo che il semidiametro  dell’indicatrice (D,) corrispondente alla %,, ha 
la direzione dell’asintoto dell’indicatrice stessa; quindi la direzione della no- 
stra 2%, coincide in ogni punto colla direzione dell’asintoto dell’ indicatrice 
relativa a quel punto. Questa proprietà giustifica il nome che noi daremo 
loro in generale. Leggiamo nella (12): « Le linee asintotiche sono linee di 
« curvatura normale nulla. » 


Dalla 


Se poniamo 


Yauı U (12,) 


che per le («,) dell’Introduzione è di 2.° grado in tg «, abbiamo che le asın- 
totiche sono in ogni punto due, come del resto sı vedeva dal loro significato 
geometrico. | 

La (12,), supponendo le 2,, 4, ortogonali canoniche, da 


igz = + he 


quindi « le linee ortogonali canoniche bisecano in ogni punto l’angolo delle 
« asintotiche ». 
Ricaviamo per una ?, asintotica, l’espressione della torsione in P;. 
Sarà 








Ci i 
GA sii 


Th = Yh+ihteh (13) 


dunque « oltre alle geodetiche del complesso, anche le asintotiche hanno la 
«torsione in V;, eguale alla torsione geodetica sul complesso », 


r 
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Dalle espressioni di K ed À, ricordando le (12), (13) abbiamo 
7 —-2Am+K=0 


da cui 


ty= À + VA K (14) 


(questa vale anche per le traiettorie ortogonali delle asintotiche). In essa è 
la naturale estensione del teorema dell’Exxeper, relativo alle superfici. 


CAPITOLO IIL. 


13. Ripigliando l’equazione di una linea di curvatura 2’, 
TE a (1) 
se supponiamo anche la 2, linea di curvatura, supponiamo cioè sodisfatte le 
Ya), 73: = 2 À, TE 62 OE a. = +2 (MER 
ricaveremo per l’angolo di queste linee 


H? — K ER 
te? a = SIE (2) 








Ricordando che le linee di curvatura hanno la bisettrice reale, o più 
brevemente che H*— X è il discriminante della (1), abbiamo che, affinchè 
le linee di curvatura siano in un punto reali distinte, reali coincidenti, 0 
imaginarie è necessario e basta che (escluso il caso A = 0) il quadrato della 
curvatura media sia maggiore, uguale, o minore della curvatura totale, in- 
tendendo queste espressioni definite dalle (5) del Cap. I e (6) del Cap. II, 
indipendentemente dal concetto geometrico. 

Se, come faremo in generale, supponiamo che la H* — K sia funzione 
finita e continua dell'arco s della 2, le 


H+VK—0 


ci definiscono due punti, limitanti l’arco di 4 lungo cui sono reali le linee 
di curvatura. Essi segnano il passaggio dalla realtà all’imaginarieta di queste 
linee: noi daremo loro il nome di punti estremi. Come si legge nelle (2) e 
ricordando un teorema del § 9, « In essi le linee di curvatura sono coinci- 
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« denti, e tangenti alle linee bisettrici delle ortogonali eanoniche; e le cur- 
« vature principali pure coincidono ». 
Vediamo che i complessi di eurvatura totale negativa hanno i punti 
estremi imaginari. 
Qui aggiungeremo che in un intorno di un punto estremo la congruenza 
delle tangenti ha i fuochi coincidenti. 
14. Prendiamo analogamente in esame i punti che limitano l’arco di À 
lungo cui sono reali le asintotiche. 
Dalla 
you = 0 (3) 


il cui discriminante è A° — K, che supporremo funzione finita e continua 
dell'arco s delle À, ricaviamo che « Le asintotiche di un complesso sono reali 
« distinte, reali coincidenti, o imaginarie, secondo che il quadrato della tor- 
« sione media è maggiore, uguale o minore della curvatura totale » ed anche, 
ricordando la (12,) del $ 12, «reali o imaginarie secondo che le curvature 
« canoniche sono di segno opposto od eguale; reali coincidenti se una delle 
« due è nulla ». ; 
L’equazione adunque dei punti considerati è 


Ch = 9 Bel (4) 
o l’equivalente 
4 — K= 0. | (4,) 


Il prof. Levi-Civita nella sua Nota: Sulle congruenze di curve, ha dato 
per le ascisse «,, « dei punti limiti della congruenza delle tangenti nel- 
l’intorno di un punto di una congruenza curvilinea, delle espressioni che po- 
tremo scrivere 

Ch 


0 


ks 





GR 


per questa la (4) ci dice che in ciascuno dei punti che abbiamo considerato 
Ja congruenza delle tangenti ha un suo punto limite. Noi chiameremo percid 
questi punti punti limite. 

Ricordando che le asintotiche sono bisecate dalle ortogonali canoniche, 
abbiamo che « Le asintotiche nei punti limiti sono tangenti fra loro e tan- 
« genti alle ortogonali canoniche ». 

Dalla (4,) vediamo che come i punti estremi, così i punti limiti sono 
imaginari per K negativo. 
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Se nella (3) facciamo 2, asintotica, per l’angolo delle asintotiche ab- 
biamo 


tgt a = LR (5) 


15. Dopo lo studio dei punti in cui coincidono le linee di curvatura 
o le asintotiche, trova naturalmente posto in queste nostre ricerche la con- 
siderazione dei punti in cui un’asintotica coincide con una linea di curva- 
tura. (In tal caso evidentemente l’altra asintotica e l’altra linea di curvatura 
sono ortogonali.) 
Una tal 4,, nel punto considerato P, sodisfa alle 


Vs == Yun) (6) 


cioè le tangenti alla % in P e nel punto vicinissimo a P sulla 4,, sono pa- 
rallele. 
Le (6) danno w, = 0, perciò 


2 H = w, ) 
Keeani m 


Quest’ultima & l’equazione caratteristica dei nostri punti, punti che percid 
chiameremo di curvatura totale nulla. 
16. Diremo infine punti circolari quelli in cui le indicatrici di cur- 
vatura e di torsione si riducono a circoli. La loro equazione & 


Au He Ko (8) 


Parleremo di questi più diffusamente studiando una particolare classe di con- 
gruenze col punti circolari. 

Qui naturalmente dovrebbe trovar luogo la considerazione dei punti in 
cui cade un fuoco delle congruenze delle tangenti, punti che potremmo chiamar 
focali. Ma in tali punti la validità delle nostre formole vien meno. 

Infatti (dal $ 8) dovremmo avere 

ph = = 0 
equazione indeterminata. 

In cid si rispecchia esattamente il fatto che per il nostro concetto di 
congruenza, sistema di linee tali che per ogni punto passa una ed una sola 
linea del sistema (2, univalenti), i fuochi sono punti singolari. 
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17. Vediamo ora come si comportano in tutti questi punti le asintotiche. 
Nei punti estremi l’angolo delle asintotiche è dato da 


COS a = — > 
‘nei punti di curvatura totale nulla 


tg? ¢ = 


nei punti circolari esse sono imaginarie. 

‘Nei punti limiti infine abbiamo 
. tg a — 0 
coda == 0, a" = r. 

Ricordando che le asintotiche hanno sempre per bisettrici le ortogonali 
canoniche, possiamo concludere (considerando « funzioni finite e continue del- 
arco s) che mentre un punto P percorre il segmento dei punti limiti, le di- 
rezioni asintotiche si staccano da una linea di una congruenza ortogonale 
canonica per venire a sovrapporsi di nuovo lungo una linea dell’altra con- 
gruenza ortogonale canonica, allontanandosi così fra loro di un angolo eguale 
a n. Il punto in cui la distanza angolare delle asintotiche è media (= =); 
diremo punto medio: in esso & | 
| tg? 4= weh = 

- Hi 
da cui 
=); (9) 


Se ricordiamo l’espressione delle ascisse dei fuochi e dei punti limiti sulle 
tangenti (V. Levi-Crvira, Nota cit.) 


Oe OR Ok 
AT TA TEE < 


la (9) da 
Pi + pr =o + as = 0 


cioè « Nel punto medio di una congruenza é il punto medio della congruenza 
« delle tangenti ». | 

Nella (9) leggiamo anche: «I punti medi di una congruenza sono punti 
« di curvatura media nulla. » | 

Chiameremo rispettivamente superfice estrema, limite, media 1 luoghi dei 
punti estremi, dei punti limiti e dei punti medi. 
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CAPITOLO IV. 


18. Sopra un complesso diremo associata ad una à,, quella congruenza 
(2,) la cui tangente coincide in ogni punto coll’intersezione dei piani tan- 
genti al complesso in quel punto e in uno vicinissimo della À, stessa. 
Adunque la %, deve essere ortogonale alla % in due punti vicinissimi 
della 2, : essa quindi sarà parallela alla linea di minima distanza fra le tan- 
genti alla À nei due punti della 2,. 
Assunta una u. sodisfacente alle (2) del Cap. I (v= 2,), e in P tan- 
gente alla A, cercata, dovrà essere: 


3, fi AW) 0, Spe des pl?) AS) me 0, 
La prima equivale alla 


Br = COS & Ayr + SEN & Arvin , 


e per questa la seconda sì scrive: 
tgo = — II. (1) 


321 

Abbiamo da questa per le linee di curvatura e per le asintotiche le pro- 
prietà caratteristiche : 

« Le linee di curvatura sono ortogonali alle loro associate. » 

« Le linee asintotiche sono associate a sè stesse. » 

Questa proprietà, ricordando la proprietà delle associate, e la definizione 
di asintotica, ci permette di concludere che « La tangente ad una asintotica 
« è la linea di minima distanza tra le tangenti alle 2 in due punti vicinissimi 
« dell’asintotica stessa ». 

Chiameremo 2.4 associata di una congruenza; la congruenza associata 
alla sua associata; 3.4 associata l’associata dell’associata 2."; e così via, as- 
sociata n" l’associata della sua (n — 1)" associata. 

Diremo che un complesso ammette un’associazione d’ordine n, se ogni 
congruenza del complesso coincide colla sua n”@ associata. 

19. Calcoliamo la curvatura normale (y{*)) e la torsione geodetica (— yy) 
dell’n@ associata di una À,. 
Posto per brevità 


I + Yan = P 
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la (1) da 
You. Yu. Yast Yazı 
ra; senta = 4; gen a COS u = — i - 
Le (42), (az) dell’Introduzione, porgono allora 
/ Il ! Ä Il 
Yan = you K +; — Yan = (yor K+2AP)S: (2) 


Se indichiamo con P’, P',... PM le espressioni analoghe a P, e 
relative alla 1.*, 2.°,... (n— 1)"* associata della 2,, e poniamo 


P=P,; APR RE be Sig — Dee ae 
HR EE PART PEER RP ESP, 
l'espressione cercata di y”) è data dalla 


Ka 
Ye Fr 7311 D, (3) 


Infatti, se supponiamo vera la (3) per un certo valore di n, sarà per 
le (2) 
Kn Kot 
(MED — = K'=K 
7344 You P', 7311 Hier ni ( ) 
cioè essa è vera per il successivo di n; ma è vera per n=1, dunque vale 
in ogni caso. 
Per il — y%) abbiamo invece 





na HOVE 
= you 4 (A. (4) 
Essa è vera per n—1 di: delle (2)); per »-+1 abbiamo 
/ = / 
= pi ya ZEN 43 4 jar = So P'y Base! 
(— Kyr-+i as x PA 
= + BE IPA a PA 


cioè è vera in generale. 
Or fa d’uopo cercare la formola che da. Fa. 
Abbiamo per P, dalle (2) 


Pr= PP! = Ply yn) = 2 AP P +4 yon K AH K° (5) 












TS Bici er dc Br; 
| = 
a 
ba 
28 Dall’ Acqua: Sulla teoria delle congruenze di curve : Se 
che, scrivendo 3 (LR 
Pr = 2 A, re i } fio 
si può mettere sotto la forma | =a i i = a 
= Ppi +2 1 732 Hu. ps + Epi. à, - 1040) = 
Ora io dico che in generale si ha 55 5 
Pa = Pph +2 700 KpaPo + K* pis | (i ae ie ©. 


ii as ni a 
dove i pg sono funzioni di A e K soltanto. | | 
Invero, supposta valida la (6) per un valore di n, avremo per n + Lo 


Poi = PP'n= PP! ph +2 y'a PE pn pai + E Pps 
mi RS en + on | 


e ‘questo, posto | Eee the | | Be: fee ; È 
| Put == 2 A Massi K Pn: = et 4 i (7) 
assume 5 forma (6). Quindi, ricordando la (5 0) la (6) fe in generale. ne 
La (7) insieme colle | SFR pe ee. 

Po = 0; pl 7 


DL A 


definisce i py, che risultano evidentemente Can di Ae °K soltanto. to. 
20. Cerchiamo ora di dare l’espressione generale di Dr in funzione | 

di Ae K. ; «i 
Se indichiamo con Cyn il coefficente (numerico) del ermine? mmo di » vai 
avremo dalle (7,) TO 
Cm = 0; Cu Ly, Cm =O (mi > 1), 

a cli aggiungeremo eo | "700 ON 

Con = 0. 4 


L’espressione generale di p, si ‘potrà scrivere 
ten 
Pn — XA an (a Ar a IR pe 


di una varietà qualunque a tre dimensioni. 29 





o dispari, abbiamo posto cioè : 
2eh=1—( 1)”. 
Invero avremo per pa+: (dalle (7)) 


n+éen n—1+én-; 


2 2 
Pat Do Cran (2 CA PEER (— ed — Dim Ca (2 cA see (— KR ya 
1 1 


e cambiando nella seconda sommatoria m in m — 1, ricordando e,_, = 141) 
si ha finalmente 


n+1+én4, 


2 
Pr+i a 2m (Cmn ar Cm-ın-ı) (2 Are (a HSE 


che è della forma della (9), quando si scriva 
Cmn+ı = Cmn + Cm-in-1 > 


Questa, insieme colle (8), (8,) ci definisce i cmn che risultano così esclu- 
sivamente numerici e positivi. 

Prima di procedere innanzi, dimostriamo alcune proprietà dai simboli pq. 

Se supponiamo che per un certo valore di n, valga la 


Pn-2 Pn = pn — KK" (10) 
sarà 


Pr -ı Pura = (2 A Pa K Pn--1) Pn-1 
== 2 A Pn Pn-1— K pn Pn-e — CES 
= Di 7 pute 


che è della stessa forma della (10): ma la (10) vale per n= 2 come si può 
facilmente verificare, quindi è vero che 


Pn-1 Pati = ph — Kn. (10,) 
Abbiamo inoltre 


2 À Yopi (— K 4 = pn Pat (11) 
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e infatti, se essa vale per un valore di n (vale per n= 2) sara 
n-+1 n 
2 A Yap (— Ky-d = (— K)2 A Soph (KV +2 A dis 
1 1 
= Puti (2 A Punti 57 K tn) e Put Punte . 


E dimostriamo infine che 
2 À Ya Da Pas (— Kt = pi — en Ko ee) 
Per n-- 1 avremo 
2 4 So para KV = (— K)2 A Sa Pa Pans (— KYL+2A pri Pa 


= Pn Pnte + en K" 
e per la (10) 
= piu — KX (1 — ey) 
= Dat — tnt KR. 
Ma la (12) vale per n—2, n —3, dunque vale in generale. 
Essa per n pari assume la forma 


2 4 Zu Pa Pa (— Ka = Pi 
e per n dispari 


2 A Xa Pa Pa-s (sa AR = Pn-ı Punti è 


21. Veniamo ora al problema delle associazioni di ordine n. 
Affinchè una À, coincida colla sua associata n”* dovrà essere 


78172 Pat (13) 
Ya Ian (14) 
Convien notare che queste due equazioni ammettono una sola soluzione 
comune (quella cercata, corrispondente alla linea 2,) essendo che l’altra 
coppia di soluzioni corrisponde ad’ una coppia di linee simmetriche alla 4, 
rispetto agli assi delle indicatrici di curvatura e di torsione, linee che perciò 
risultano fra loro ortogonali. (Abbiamo escluso implicitamente il caso che le 
indicatrici si riducano a circoli, perchè le (13) e (14) sarebbero identità.) 
La (13), escludendo y;, — ( (asintotiche) si scrive per le (3) 


Pa AB 
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e per la (6) 
LED de 2 7324 Ripi Pn-1 + RK: (Pia asa Ati | 


e infine per la (10), posto 
Ppp + 2730 K Pa-i = IX? pn-: = Cai 
Pn On = 0. 
La (14), per la (4) (ricordando anche p, — 0) si scrive 
7321 | (ee, FE i RK)“ — 2 RK, 2 A Ta Pa Pa-1 (— Ares | + 
n n—1 
+P.2A do 9%(- KK)" 9+ K*?.2A 3,9% (— Kr = 0 
i ü 


e infine per le (6), (11), (12) 
Pn (730 On + Qn+1) = (J, 


Perchè le (13), (14) siano sodisfatte simultaneamente, dovrà dunque 
essere 


Pn = 0, (15) 
0 Qn = Qn+1=0. Ma per queste e per le (7) si annullano tutti i Q, (per 
m= 2). Supposto allora :,, == 0, queste condurrebbero al caso 


A°4+H*—K=0 


e le (13), (14) sarebbero identità. 

La (15) adunque è l’unica soluzione del problema, e definisce i com- 
plessi che ammettono un'associazione d’ordine n. 

Si vede così, osservando che tutti i termini della (9) sono dello stesso 
segno per K<0, ed escludendo la soluzione indeterminata A=0, K=0, 
che « I complessi di curvatura totale negativa o nulla non ammettono asso- 
« ciazioni d’ordine superiore al secondo ». 

In ogni altro caso si potrebbe osservare che se n = h k, p, è divisibile 
per Pr € Pr, come si può agevolmente verificare per m non troppo grande. 
Del resto è evidente che questa proprietà deve sussistere per il suo signifi- 
cato geometrico. In vero essa significa solo che se |’ n associata di una 
linea coincide colla linea stessa, ciò può avvenire perchè l’associata h”@ (o ke) 
coincide con essa, e ripetendo l'operazione k (o h) volte, giungeremo alla 
linea primitiva dopo aver costruito #.k—n associate, e toccata la nostra 
linea di partenza %k (o h) volte. 
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Dunque le vere e proprie associazioni d’ordine n corrispondono ad una 
Pn=0 
dove p'» è il quoziente di p, per tutti i p'y corrispondenti ai fattori di n. 
Solo nel caso di n numero primo, la (15) è la vera equazione cercata, aven- 
dosi Pn = Pa . 
Scriviamo qui una tabella delle equazioni cercate, fino al 6.° ordine 














Ordine Equazioni Soluzioni escluse 
DA A =,0 
3.° 4A —K=0 
4° 24— K=0 A=0 
5.° 16 A‘ — 12 4*K+ K?=0 
6.° 4A*—3K A=0; 44*— K=0 


22. Venendo ora al caso eseluso in cui le indicatrici del complesso si 


riducono a circoli 


A? + H° — K=0 (16) 
abbiamo 
2 VAY KI Ses Jal 
za AVES = A 
per qualunque ?,. L’angolo « che ogni 4, fa colla sua associata è allora 
ILE 
8 zn A 
e per la (16) 
A 


‘ Poi che « è indipendente dalla %,, l’associata n” della 2, farà colla A, 
stessa l’angolo na; e perche il nostro complesso ammetta un’associazione di 
ordine n, dovrà essere 

sen n « = 0 (17) 
dove 


(17,) 


in una varietà qualunque a tre dimensioni. 99 





Ora io dico che queste equivalgono in ogni caso alla pn = 0 del caso 
generale. 
Posto infatti 
_ Senna JK’ 
TEST 
dalla formola del Simpson 
sen (n + 1) « — 2 Cos « sen n « — sen (n — l)a 


abbiamo per la (17,) 
Inti = 2 À Qn — K Qn-1; 
ma poi che valgono le 


dii dai Ds toads Da 
sarà in generale 


Qn = Pn: 
Resta così dimostrato che, esclusi i punti limiti e i punti di curvatura 
totale nulla le (17), (17,) equivalgono alla pn = 0. 
Queste per X negativo o nullo non ammettono altra soluzione che A=0 
(associazione di 2.° ordine); come avevamo asserito per la p, — 0. 
Leggiamo nella (17) un importantissimo. risultato « Il valore di « dato 


« dalla (17,) è il valor medio dell'angolo che le linee di un complesso À fanno 
« colle loro associate ». 


CAPITOLO V. 


23. Diamo ora alcune applicazioni dei nostri risultati generali. 
Le geodetiche di V; sono definite dalla 


c=0 (1) 


cioè sono linee di flessione geodetica nulla: con che abbiamo visto che si 
annulla identicamente la variazione prima dell’integrale 


rp | en Sun ee de: Le 





La (1) per due qualunque 2,, A, distinte, equivale alle 


781 0; ¥' 313 == 0. 
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Dunque in V, «sono geodetiche quelle linee che sono geodetiche sopra 
« due complessi qualunque ». 
24. Sappiamo che una congruenza normale è definita dalla 


nf, (= 553 p— Af}. 


0 


Da questa si traggono le relazioni note 


A) 
d ; 
7 Ya (v= log p) (2) 


quindi «le congruenze normali si possono definire come congruenze di tor- 
« sione media nulla ». 
Le (2), se la 4, è binormale, danno 


BEE TR LATO 
TENTE = € 


la 2." ci dà un’espressione della prima curvatura delle traiettorie ortogonali 
della famiglia di superfici; la prima ci dice‘invece, che «le famiglie di su- 
« perfici f = cost. Af = cost., s’intersecano lungo le binormali alle traiettorie 


« ortogonali della f = cost. ». 
Possiamo ricavar l’angolo sotto cui queste famiglie di superfici si incon- 
trano. Posto | 
af (PSA Pr 
Sarà 


| rs frs fl) fis) 
SADE so OI 
FT (af) aan) 


Ricordando i risultati del capitolo precedente, abbiamo che le congruenze 
normali sono tutte e sole le congruenze che ammettono sui loro complessi or- 
togonali un’associazione di 2.° ordine. In questa associazione esiste adunque 
reciprocità; essa è nota col nome di coniugazione, perchè le associate hanno 
le direzioni dei diametri coniugati dell’indicatrice di curvatura (indicatrice 
del Dupin). 

Nel caso delle congruenze normali, H e K risultano evidentemente in 
ogni punto, uguali alle curvature media e del Gauss della superfice ortogo- 
nale passante per quel punto. Per queste congruenze non esistono punti estremi, 


= COS a. (3) 


in una varielà qualunque a tre dimensioni. 30 





perchè le linee di curvatura sono sempre ortogonali.e reali; e i punti limiti 
coincidono coi fuochi. 

Siamo in grado ora di dimostrare, che se una congruenza ammette in 
un intorno di un punto una superfice ortogonale, è nulla in quel punto la 
torsione media del complesso ortogonale. 

Sia f= 0 l'equazione di questa superfice, y la congruenza ortogonale alle 
f= cost. Posto 


Up = kh COS an Ann , 
sara nell’intorno di un punto P della nostra superfice, 
COS a, == COS a, = Sen a3 — 0; cosa, = 1 


e, poi che due ),, À, giacciono sulla superfice, 


dan 
grin (h e el, 2). 


La 


Zesthh COS an COS ap Anırs Apje 8°78 — Lysenk SEN op COS ar Apr anys Anje ES = 0 


diventa nell’intorno di P 
A = 0, 
come avevamo asserito. 

Allora in P le linee di curvatura sono ortogonali e coincidono con quelle 
della f= 0, e He K relative alla congruenza ), sono le curvature media e 
totale della f— 0. 

Scende di qua il teorema « Se una congruenza ha la superfice media 
« ortogonale, questa è una superfice minima ». Questo teorema è interessante 
perchè mette in correlazione colla teoria delle superfici minime un’importante 
classe di congruenze. Esso fu dimostrato dal GuicHarp per una classe parti» 
colare di congruenze rettilinee (*). 

E abbiamo anche « Se il luogo dei punti di curvatura totale nulla è una 
« superfice ortogonale alla congruenza, questa superfice è sviluppabile ». 

Passando ora alle congruenze normali geodetiche, è noto che i loro si- 
stemi coordinati A, risultano delle derivate di una À rispetto alle x,. 

Per esse, dalle (2), vediamo che è sempre, oltre ad 


fim. .cost, 


. (#) GUICHARD, Sur une classe particulière des congruences de droites. (Comptes Rendus 
de l’Academie des Sciences, 22 giugno 1891). 
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anche 
A)= 1. 


4 


Dalle (L,) dell’Introduzione abbiamo, per À geodetica 
2AH+ "4 0 (4) 


quindi «se una congruenza geodetica ammette una superfice ortogonale (A=0) 
« essa è una congruenza normale ». 

25. Si dicono isoterme quelle famiglie di Mo di cui un parametro 
è funzione armonica delle variabili indipendenti, rispetto alla forma fonda- 
mentale. Diremo poi il parametro, parametro isometrico. Data una congruenza 
di superfici isoterme 2, se f ne è un parametro isometrico, dovrà, oltre ad 
A = 0, essere 














Zus a) frs = 0 (5) 
condizione trasformata dal Rıccı (*) nell’altra (tenendo conto delle (2)) 
d i 1 + 2 
gl —: te RUE 7938 felt ana Bie TR et 0 
a ai ‘ I 
Ta “i > + ysks (Ykhs — Yksh) — Yshs Yakk =O . (h=1,2 k ='=h). 


La prima, dalle (L,) dell’Introduzione per A= 0 è identicamente so- 
disfatta, le altre, nel caso delle congruenze 4 geodetiche, danno, come os- 


servo il Ricci 
VAN à À 


d sh 


0 (h=1, 2) 


e noi siamo in grado di interpretarla così: «Se una famiglia di superfici 
« isoterme ha le traiettorie ortogonali geodetiche, essa risulta di superfici di 
« curvatura media costante. » E se la funzione À definita dalla 


ne è un parametro isometrico, la (5) dà: 
a) 


e la congruenza risulta di superfici minime. 


(*) Dei sistemi di congruenze ort., ecc. Mem. cit. 
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26. Il Riccr dimostrò (*) che le congruenze che ammettono tra le 
loro superfici (superfici risultanti da una semplice infinità di linee della con- 
gruenza) due famiglie di superfici in ogni punto ortogonali, sono quelle che 
hanno normali le congruenze ortogonali canoniche. 

Infatti, perchè due congruenze ortogonali 4,, %, siano normali, dovra 
essere A,—0, A, —0, da cui 


A, = A, 


caratteristica (Cap. I) delle ortogonali canoniche. 
La 
A? + Aj =0 
equivalente alle A,=0, 4; —0, per la ya + 7321 = 0 si scrive, indicando 
con T la torsione geodetica della À sopra le superfici ortogonali ad una con- 
gruenza ortogonale canonica, 


T+tA=0 (6) 


che è indipendente dalle 4,, 2. 
Se la 2 è normale, abbiamo 
Ar An 


cioè la À & essa pure ortogonale canonica rispetto alle altre due. 

Una ricerca più generale sarà quella delle congruenze che risultano or- 
togonali canoniche rispetto a ciascuna delle loro ortogonali canoniche. 

Se 2,, 7%, sono ortogonali canoniche rispetto a À, 


A, Ses Ag 9 
e perchè À sia ortogonale canonica rispetto a À,, 
A ssi As 
cioè 
A == A, ee 4; (7) 


e la À sarà canonica anche rispetto alla À, . 


La (7) equivale alla 
REA; UT) 


Cioè « affinché una congruenza sia ortogonale canonica rispetto alle sue 
« ortogonali canoniche, è necessario e basta che la sua torsione geodetica 


(*) Mem. cit. 
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« sopra uno dei complessi delle ortogonali canoniche, sia uguale alla torsione 
« media del suo complesso ». 

27. Le congruenze di curve che il prof. Levi-Civita (*), con naturale 
estensione dell’appellativo dato alle congruenze di rette, ha chiamato ésotrope, 
sono definite, com’egli ha osservato, dalle 


Varese 0 ) (8) 
7342 + VA 0 


queste valgono qualunque sia la 2,, sicchè per esse ogni linea ortogonale è 
insieme ortogonale canonica e bisettrice delle ortogonali canoniche. Indicando 
con a, 6, rispettivamente i primi membri delle (8), le (8) stesse equivarranno 
alla a + 8*= 0, cioè 

4+H’— K=0 (8,) 


che assumeremo come caratteristica di queste congruenze. 

Osservando la forma che per essa assumono le indicatrici di curvatura 
e di torsione, ricaviamo che «1 complessi ortogonali alle congruenze isotrope 
« hanno i punti circolari »; e « ogni linea del complesso ha la torsione geo- 
« detica eguale alla media ». Si trae da cid che per essi le asintotiche sono 
imaginarie eccetto che nel punto medio in cui ogni linea è asintotica; e che 
le linee di curvatura sono sempre imaginarie quando non sia À — 0, 

Vediamo dalla (8,) che i punti limiti coincidono col punto medio, i punti 
di curvatura totale nulla, ove esistano, sono definiti dalla 


A'+H*=0 


cioè: « Le congruenze isotrope hanno reali i punti di curvatura totale nulla, 
« se è zero nel punto medio la torsione media: in tal caso essi coincidono 
«col punto medio. » 

Quanto ai punti estremi, essi sono immaginari (sappiamo che per A=0 
non esistono punti estremi). 


Osserviamo qui che le congruenze isotrope tn al caso trattato. 


nel $ 22, quindi ogni linea del complesso ortogonale ad una congruenza 
isotropa forma colla sua associata l’angolo medio « (sempre reale), definito 
dalla 


A 
cosa = — 
\ aC 


(*) Levi-Civira, Nota citata, 
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o dall’equivalente (per le (8,)) 
A 
t o = — eo 
SANTE 
Il Levr-Civıra ha dimostrato che «ogni congruenza isotropa si può in 
« Infiniti modi riguardare come risultante dalle intersezioni di due famiglie 
« ortogonali di superfici », 
Infatti, essendo ogni À, ortogonale canonica, sarà 


À, #1 A, 
e quindi avremo la relazione 
2 A, =A + 7123 
e perchè la À, sia normale 
A + VA 0). (9) 


Ma ogni 2’, ortogonale alla 4, e che incontri la À, sotto angolo costante, 
per le (a,) dell’Introduzione sodisfa alla (9), quindi « le superfici di una con- 
« gruenza isotropa si incontrano sotto angolo costante ». 

Potremo adunque completare il teorema del Levi-Crvita, così: 

«Ogni congruenza isotropa si può in infiniti modi riguardare come ge- 
« nerata dalla intersezione di due famiglie di superfici che si incontrano sotto 
« angolo costante. » | 

28. Come abbiamo fatto più volte, e come fece il Levi-Crvira per le 
congruenze isotrope, trasportando il nome dalle congruenze delle tangenti in 
ogni punto, alla congruenza data, diremo pseudosferiche le congruenze che 
hanno pseudosferica in ogni punto la congruenza delle tangenti. Indicando 
le ascisse dei fuochi e dei punti limiti di queste, rispettivamente con p,, ps; 
&, %, sara 

Pi—pe=2e / 


2 NE 0 CE) aD, 


Le ascisse dei fuochi (inverse delle curvature principali) sono i valori 
di p dati dalla 


HxX\VH — Ko 
PE ane RTE 


quelle dei punti limiti i valori di « nella 


_H+\A4+H°— K 
PAS K ? 
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di modo che le (10) assumono la forma 7 
HER eR 
At Ht ee Ke — 


Ci limiteremo per queste congruenze, oltre ad averne dato le 


9 


€ 


caratteristiche (10,), a notare che queste danno 1 « 0 = 


. . . | | , 
cioè « La torsione media e la curvatura totale del complesso ortogon: 
« una congruenza pseudosferica, stanno in rapporto costante ». 


A? = K*(C? a) | fi Fi 


HER 





in una varietà qualunque a tre dimensioni. 
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Evaluation nouvelle des intégrales indé- 
finies et des séries infinies contenant 
une fonction cylindrique. 


(Par Niers NirLsen, à Copenhague.) 


L. Mémoire que voici est divisé en deux parties inégales. La première 
partie occupant les deux tiers de tout le Mémoire à peu près est déstinée à 
étudier une généralisation des fonctions cylindriques, à savoir une fonction 


er . . . . . ; ” . . , 
B (x) qui est assujettie à satisfaire aux équations fonctionnelles suivantes : 


pel +1 u 32 4 

B (x) — B (x) — 2 D, B(x) = = f(x) (2) 
ui uti Qu. ji Dr ant . 
B (x) +B (2) —— B(2) =— g(a), (8) 


y m . i i : | 7 
où f(x), g(x) sont deux fonctions données de » et de x qui doivent satis- 
faire à une certaine condition, nous le verrons dans le § 5. 


Une telle fonction B (2) n’a pas encore été étudiée d’une manière systé- 
matique, que je sache; néanmoins, elle joue un rôle assez fondamental dans 
la théorie des fonctions cylindriques. Voici les applications les plus impor- 
tantes de cette fonction : 


1.° Supposons que f(x) et g (2) contiennent toutes les deux un para- 


mètre a, il sera la même chose pour B (x): intégrant ensuite par rapport 
à « les formules (a), (8), on obtiendra une nouvelle fonction satisfaisant à 
deux équations fondamentales de la même forme. Appliquant ce principe, on 
aura par exemple aisément pour les fonctions cylindriques les expressions à 
l’aide des intégrales définies données par M. Sonınz (*). 





(*) Mathematische Annalen, t. 16, p. 10 (1880). 
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2.° Une intégrale indéfinie de la forme 


| w (a) O(a) dx, eee 0) 


u it 
w (x) étant une fonction donnée de x et de x, tandis que C(x) désigne une 
fonction cylindrique quelconque, peut être représentée simplement à l’aide 


d'une fonction B (x). 


u 
3.° En prenant pour © (x) certaines fonctions simples, les fonctions B(x) 
introduites par cette étude de l'intégrale (y) permettent de déduire immédia- 
tement, en faisant varier une constante, toutes les fonctions désignées habi- 
tuellement comme les fonctions besséliennes de la deuxième espèce et, en outre, 
un nombre d’autres fonctions complètement analogues qui semblent être nou- 
velles. é | 
Remarquons que la formule bien connue, exprimant à l’aide des fonctions 


5(2), T (x), U(x) la fonction cylindrique de la deuxième espèce Y (x), se 
présente immédiatement par ce point de vue; c’est-à-dire que notre dévelop: 


n 
pement montre que cette manière de diviser la série infinie obtenue pour Y (x) 


3 n n 
est naturelle. C’est la. même chose pour les fonctions nouvelles S(x), T (x) 
introduites dans le $ 23. 


4.° Les mêmes fonctions B (x) nous fourniront un simple moyen pour 

développer en séries selon les fonctions cylindriques l'intégrale (y); par là on 
obtiendra tous les développements connus d’une série de puissances. 

Parmi les auteurs antérieurs qui ont étudié une intégrale indéfinie de 

la forme (y) citons MM. Louez (*) et Sonne. Dans son excellent Mémoire 

sur les fonctions cylindriques. M. Sonine (**) généralise les formules assez 


spéciales obtenues par M. Loumez en regardant les deux intégrales suivantes: 


at ta) Cada, 0 
fe@C@@ Oya — al Xe 


où C, C, désignent deux fonctions cylindriques quelconques, tandis que B, 





(*) Mathematische Annalen, t. 9 (1876), t. 14 (1879), t. 16 (1880). 
(**) Mathematische Annalen, t. 16, p. 29-33 (1880). 
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9, 9, $ sont quatre fonctions données de x. Cela posé, l'intégrale (9) sera 
égale à 


a [8 ct) +2 a), 


tandis que l'intégrale (e) ne peut être déterminée par la méthode de M. Soninz 
qu’à l’aide d’un système très compliqué des équations différentielles. Or, ces 
difficultés considérables auraient été inutiles si l’éminent géomètre russe avait 
étudié sa première intégrale d’un autre point de vue, nous le verrons dans 
le § 12 

La deuxième partie de ce Mémoire est consacrée à une étude systéma- 
tique des développements d’une série de Laurent selon les fonctions cylindri- 
ques obtenus dans la première partie. Quoique un nombre de géomètres se 
soient occupés des séries en question pendant les trente ans écoulés après 
leur invention par M. Cart Neumann, la théorie de ces développements et de 
leurs applications n’a pas encore été profondément étudiée. Néanmoins, par 
là on peut obtenir d’une manière extrêmement simple et élégante un nombre 
de propriétés et de formules des fonctions cylindriques, tandis que les démon- 
strations habituelles sont assez compliquées et différentes. 

Jitons ici le développement selon les fonctions cylindriques d’une fonction 
de la forme f(y — x), développement dont les coefficients possèdent des pro- 
priétés remarquables. Comme les plus simples de ces coefficients nous obtien- 


drons les fonctions 0 (x), S (x) et les fonctions nouvelles D (x), S (x). De même, 
le développement d’une fonction de la forme f(x yy?) nous conduira à une 
fonction rationnelle de y réprésentant une généralisation très étendue des 
fonctions sphériques et possédant néanmoins un nombre des propriétés fonda- 
mentales de ces dernières fonctions. Le développement d’une série de puis- 
sances selon ces fonctions est très remarquable. 
C’est ce point de vue qui justifie, ce me semble, l'extension que voici 
de la brève Note (*) que j'ai publiée en danois il y a un an à à peu près. 
Il me semble utile de commencer mes recherches en disant quelques mots 


sur la définition et les propriétés fondamentales des fonctions cylindriques. 


(*) Nyt Tidsskrift for Matematik, t. 9 (1898). 


46 Niels Nielsen: Évaluation nouvelle des intégrales indéfinies 








PREMIÈRE PARTIE. 
Généralisations des fonctions cylindriques. Applications. 


I. PROPRIÉTÉS FONDAMENTALES DES FONCTIONS CYLINDRIQUES. 


/ 


8 1. Designons comme fonction cylindrique de l’argument x et du 
paramètre » une fonction C(x) qui est assujettie à satisfaire aux deux équa- 


tions fonctionnelles suivantes: 


vl uti u 
C (x) — Cl (x) = 2 Ds C(x), (2) 
pel 


+ = cla, (8) 


mais étant du reste aussi arbitraire que ces conditions le permettent. 

Dans un Mémoire que je viens de publier dans ce Journal (*) j'ai fait 
voir que la solution la plus générale de l’equation (6) peut être donnée sous 
cette forme 


F (x) — a (x) J(a) +b (x) ¥ (a), (1) 


a (x) et b (x), regardées comme fonction de u, ayant la période additive + 1 


. , a . . fe . . . 
mais étant du reste complètement arbitraires. J (x) est la fonction cylindrique 
de la première espèce: 


(7) 
où l’on a posé 
gt = emllogixi+ép), x = | x | ; ef, 0 < PZ Im. 
Dans ce qui suit nous nous servons constamment de cette definition d’une 


puissance quelconque. Y (x), au contraire, est la fonction cylindrique de la 


(*) Annali di Matematica, t. V, p. 29. 
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deuxième espèce, à savoir: 
u —u 
PE) = ua = (eos un Ike) — J (x) . (2) 


w 

Remarquons que notre definition de Y (x) diffère un peu de celles données 
par Hanker (*) et par Scauäruı (**). Or, cette légère modification simplifie 
notre fonction, ce me semble. Supposant u égal à l’entier n, on aura l’expres- 


u 
sion de Y (x) sons une forme indéterminée. Or, dans ce cas la méthode ha- 


bituelle donnera 


Y@) (2,70) +1" (D. To) ©) 


paz 


Posant maintenant 
Ya) =D, J (2) — F(a) log È 


i fe = (4 sy” 


se Dane 


on aura 


p(a +58 + 1), (8) 


où l’on a posé 


(x) = Dig (x) =— C—'¥ (—--—}], 


C désignant la constante d’Eucer; supposons n positif entier, la détermina- 





tion de (x) peut être effectuée en différentiant par rapport à u la série 


obtenue pour J (x), et la formule 


1 ‘4 FRE 9 
eg TU (eet er...) 


nous donnera immédiatement: 


0 s! 
n+28 ( ) 
o C vr: | 
He ART (ia p(s+ 1). | 


(*) Matematische Annalen, t. 1, p. 472 (1869). 
(**) Matematische Annalen, t. 3, p. 185 (1871). 
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Cela posé, la formule de M. Louez (*). 


It a-SYM=i 0) 


montrera immédiatement que la fonction F'(x) figurant au premier membre 


‚he 
de (1) ne peut satisfaire en, même temps à la formule (+) que si a (x), b(x) 
sont indépendantes de x, c’est-à-dire que la fonction cylindrique la plus gé- 
nérale peut être donnée sous cette forme : 


Ca) I) +0) Y(@), av+l)—aw, be+1I=b), () 


de sorte que C(x) est une solution de l'équation différentielle. linéaire desse 
lienne ' 








naka iy 
Mare + | Eu = 0 (0) 
Supposant # positif entier, on aura 
C(x)=(— 1)" C (x), (3) 


car on verra immédiatement que J (x) et Y (x) satisfont à cette formule, et 
dans ce cas a(n), b(n) sont indépendantes de n. 


—u x di ’ 
On verra en outre que la fonction 6(u).C(x) sera aussi une fonction cylin- 


drique de l’argument x et du paramètre x, pourvu que C (a) le soit et que 
b(u) satisfasse à la condition b (u + 1) — — b (u). 

Remarquons que notre définition des fonctions cylindriques n’est pas en- 
core généralement adoptée par les géomètres. Parfois on désigne comme 
fonction cylindrique une solution quelconque de l'équation différentielle (:), 
définition qui est peu avantageuse, ce me semble. En effett, adoptant cette 


définition, on verra que J(x) et la fonction cylindrique générale auront des 
propriétés différentes, tandis que notre définition nous permet de démontrer 
directement, on le verra plus bas, un nombre de formules et de propriétés 


de la fonction cylindrique générale C(x) sans avoir besoin de regarder d’a- 





(*) Mathematische Annalen, t. 4, p. 108 (1871). 
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u Lu 
bord J(x) et ensuite Y (x), procédé employé souvent dans les recherches an- 
térieures sur les fonctions cylindriques. | 


u 
$ 2. Regardons maintenant une fonction cylindrique C, (x) différente 


u 
de C(x) et contenant les fonctions arbitraires a, (u), d, (2), nous aurons, en 
vertu de (8) du $ 1, la formule analogue générale 


Ca) CA (e)— Ce) CO) == (a (a), (0) a (MM TA D. (W 


Dans mon Mémoire cité (*) on trouvera pour la fonction F(x) figurant 
au premier membre de (1) les deux formules suivantes: 
un u—1n u u,n—1 u—1 
Ex) = EF (x). E(x)— Ff (a). fF (x) 
un —ut1,m u —un—1 uH \ (a) 
C1 F@)=-R(@).FW+R@.F(@, | 


: one : 3 ne : : 
où » désigne un positif entier, tandis que F(x) est une fonction rationnelle 
de u et de x, à savoir: 


ie 
um ve 2 DT Ga s) ! [* + n— i (=). 
Er 2 ( 4) s! n—2s ]\x 
Cela posé, on aura, en vertu de (4), la formule analogue plus générale 
+n L tn . m—1 
C(x) CM — C(@) = - A (a, ER). (5) 


§ 3. Dans certaines recherches il est nécessaire de différentier par 


rapport au paramètre la fonction cylindrique È (x). Posons 
Db C(x) = 6 (x) + C (a) log = 


: sin ; È : ti ; 
nous verrons immédiatement que la fonction © (x) doit satisfaire aux équa- 
tions fonctionnelles suivantes : 


EC) — 6 (@) — 2 Dy C(x) + À Ce, 
u—1 +i Qu (2 9 u (6) 
GC) + = EM + À da); 


(*) Annali di Matematica, t. V, p. 20. 
Annali di Matematica, Serie III, tomo VI. 7 
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n i $ u 
n étant un entier, la détermination de Y (x) a déjà donné la fonction 3 (x) 


L I 7 È 
qui correspond à J (2). Pour déterminer la fonction analogue 9) (x) il faut 
multiplier la formule (9) du § 1 par sinur et différentier ensuite par rap- 
port à x, ce qui donnera 


D(a) = peser +) | 


sin p. 7 


(7) 
ee Ja) log = — at I(x) — m ootur Y(0), 


sin U. T 


expression qui n’est plus applicable si l’on suppose le paramètre u En à un 
nombre entier n. Dans ce cas il faut différentier encore une fois, ce qui donnera 
n u \ 
29) =D) di ie (DI 2) — | 
i RR 
| (8) 


x 
ais / 


n n 
— n° J(x) — 2 Y (x) log si 
Dans cette formule nous avons supposé n positif, nous avons en outre 


ve = (— 1) Y@+ 101.2 Vw) log & + (— 124.5 Fe). (Ba) 


Ces. formules (8) nous permettent de démontrer la proposition suivante qui est 
bien remarquable, ce me semble: 


tn 
La fonction © (x), n étant un positif entier, peut être exprimée sous 
forme finie à l’aide des fonctions cylindriques et des fonctions élémentaires. 
En effet, nous aurons immédiatement, en vertu de (6), (8) 


0 0 CEST, Pt EU 
Dedo log 3 — > J(&) | 
1 1 0 1 Per A \ (9) 
D (x) = le) MC), | 
et de même 
0 0 0 \ 
3) = — I(x) log + = ¥ (a), 
R 19 1 r | 
3@) == J(x) — I(x) log mys” ae Y (2), (10) 


I@=(- Ir 5 (a) + (14. 2 (@) log à + (— 1 Ye). 
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Cela posé, nous aurons pour © (x) l’expression suivante 


G(x) =a (u) $(@) +4.) D(a) +a (WT (a) +0! (uy) Ye), (11) 


0 1 
ce qui donnera immédiatement l’expression de © (x) et de © (x), et nous 


aurons en outre la formule générale (*) 


+1 —l =n—1 


n+ In i lyn 0 Qs a s+1 s+1,n—s—1 
C(H=RGCG—RGEC@+TE I COR (0) (12) 


de sorte que notre proposition est démontrée dans toute sa généralité. 

Pour obtenir la solution la plus simple des équations fonctionnelles (6) 
il faut supprimer les fonctions cylindriques terminant les seconds membres des 
formules (7) à (11). 


4 


£ 
Il. Sur L’EXISTENCE DE LA FONCTION B (x). 


§ 4. Comme nous venons de l'indiquer, nous aurons à étudier un sy- 
stème des équations fonctionnelles de la forme : 


u u-1 u+1 u 2 a 
A, B(x)= B(x) — B(x) — 2 Da B(x)=— . f(x), (1) 


u—1 


u “+1 2 pisa 2 u 
A, B (0) = B (1) + B(a)— E Bix) = —- 9 (a), (2) 
où f(z), q (x) sont deux fonctions données de x et de u; l'existence du fac- 
teur ~ aux seconds membres sera justifiée par la formule (7) du § 5. 
Faisons sur les solutions de nos équations quelques remarques générales 


qui se présentent immédiatement. En effet, supposant que B (x) soit une so- 
lution quelconque de (1), (2), on aura ces propositions suivantes: 
1.° La solution générale des mêmes équations sera 
ui Ue 
B (x) + C(#), 
Ce) désignant la fonction cylindrique generale. 





(*) Annali di Matematica, t. V, p. 26, 
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= a 
2° a(u) B(x) est une solution d’un système analogue à (1), (2) pourvu 
que a(u—+1)—— alu) et que f(a), g (a) soient remplacées respectivement 


= — uU 
par a () f(x) et — a (u) g (2). 
uty 
3.° C’est la même chose pour la fonction B (ax), v eta étant des con- 
m u 

stantes quelconques, pourvu que f(x), g(x) soient remplacées respectivement 
par | 

1 uty 1 +r I, + y uty 1 «+7 

:(-—1)D, Blas) + flex), (2) Ben ++ ye), 

§ 5. Additionnons, puis soustrayons les équations (1), (2), nous aurons 

respectivement 


D, Ba) =— À Bo) + BG — (+40), (3) 
A Tanz url Ve Se u | 
DB ÉB(x)— Bof -9@), (4) 


système qui équivaut au système (1), (2). 
Différentions ensuite par rapport à x l’équation (3) encore une fois, expri- 


0 uil 
mons D, B (x) à l’aide de la formule (3) même, tandis que D, B (x) est tirée 


=1 
de (4) en y posant »-— 1 au lieu de u; éliminons ensuite B (x) à l’aide de (3). 
Traitons d’une manière analogue la formule (4). Ces calculs faits, nous ver- 


5 4 cai 2 à È 
rons que B(x) est une intégrale particulière de l’équation linéaire non ho- 
mogène du deuxième ordre: 


y+iy+(1-E)y= ete, 6) 

où nous aurons pour w(x) les expressions suivantes 
= Elfo+9@)—D.(FO+9@)-(FO-g@), © 
Mei) (6 


selon que nous avons pris pour point de départ la première ou la deuxième 
des formules (3), (4). Les formules (6) nous montrent en outre que les deux 
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4 ip A es ar x 
fonctions f(x), 9 (x) ne peuvent pas être choisies d’une manière complètement 


. . , A u 
arbitraire. En effet, égalant les deux expressions obtenues pour w(x), on aura 
la condition 
u—1 “+1 u—l ut 


(9@)=9)—2Dag@=f@+f@- Erd. (9 


Mais cette condition nécessaire est-elle suffisante aussi pour la détermination 
u u 


de B (x) à l’aide de (1), (2), les fonctions f(x), g(x) étant données? 
§ 6. Nous venons de démontrer qu’une solution quelconque du système 


a 


(1), (2) doit satisfaire à l’équation différentielle (5). Pour trouver l’intégrale 


u 

générale de cette équation remarquons que J (x) est une intégrale particulière 
de l’équation homogène correspondante, de sorte qu’il faut chercher une so- 
lution de la forme 


| y=2.J(a) 
d'où 
u u 
ape fe +) > : 
g (x) © J(x) 
équation qui est du premier ordre dans 2’, ce qui donnera 
u end dI, u 
y = I(x) )——( [o'@) Jia de), (a) 
a (J (x) °° 


où nous avons supprimé la constante d’intégration. Or, cette expression peut 
être simplifiée en remarquant avec M. Lommen(*) que la fonction 


Co hie | (6) 
a (Ia) 


T 


— HU A 
—_- J(x) selon que est égal ou non à un 


est égale à Y (x) ou à — 
0 
entier. Remarquons en passant qu’ EuLer (**) a déjà donné la fonction C (x) 


0 
comme une solution différente de J(x) de l'équation de Besser. Cela posé, 


(*) Mathematische Annalen, t. 4, p. 104 (1871). 
(**) Institutiones calculi integralis, t. 2, p. 235 (1769): 
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une integration par parties nous donnera la solution (a) sous cette forme 
8 (a) = Ca) [o(2) Je) dx — Ta) Joe) Ce) dz, (8) 
de sorte que la solution générale de notre équation différentielle (5) deviendra 


u A nu 
y = 8 (x) + pu) J(x) +a) Y (2), (8a) 
p (uw), q(u) étant deux fonctions arbitraires de y. 
§ 7. Cependant il n’est pas sûr que 3 (x) soit une solution du système 
(1), (2). Or, effectuant les opérations indiquées par A, ¥ (x), Ae % (2), on pourra 
toujours mettre 
aries Indies LORS 
A B(r) ——f(x)=— f(x), 
(«) 
u 2 u 9 pa ] 
As 8 (0) — —g (a) == gi (2). 


u 
Remarquons maintenant que ® (x) est une solution de (5), nous verrons, 


5 art. (iets si ay . «Fate 
en suivant la marche indiquée au § 5, que f(x), g,(x) doivent satisfaire 
aux équations suivantes : 


£ (file) + ue) — Dol F(a) +. 9°) —(h@) — 9 @) = 0, 


DI fu u u u “etl u+1 (8) 
(fi) Dt (+10, 
qui représentent un cas particulier de (6), (64). 
Ces résultats nous conduisent naturellement à étudier les équations sui- 
vantes : 


[J 


u | u le 
o (e= Ya — Da Yu porn Yu =F (X) +9 (2), 


x 


(9) 


Ms U. fea ee, bu 
o (1) = — > 2a — Do Au + Yarı, Zu = f(x) — g (x), 


qui représentent une généralisation de (6), (64). En appliquant de nouveau 
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la méthode du § 5, on trouvera les équations linéaires suivantes : 








geo 1. u. (u — 2) -—] # tt u—t 
y ae y= — es (2) — Déc (2) + o (2), 


, 1 u. (uw + 2) ANNEES Tee lu uti 
! I \ i 
ASL Ze +(1— SE ee ORSONO] 
x “A x 
Faisons maintenant 
Yet TI Un, Qpr = L Vu 


nous aurons respectivement les équations plus simples : 


wp bau, +(1- Eu LÉ or — Deo (2) + os 2)» (10) 


Yo > wat (1 — i 2) Rire he w(t) — D Dz a, (€) me 0 ()) ? (104) 


qui sont de la même forme que (5), et dont, par conséquent, une solution 
peut être donnée immédiatement à l’aide de la formule (8). 
Or, les formules (5) nous conduiront aux équations linéaires et homo- 


genes qui correspondent à (10), (10), de sorte que nous aurons fi (x) — g, (0), 


fi (€) + qi (x) déterminées sous cette forme 
Koran u + DJ + be + 0) Yo), 
u 4 41 u-1 
fa Ce) + qu = (1 (I +b.) Y (0); 


les a et b désignant quatre fonctions arbitraires de u. Portant maintenant ces 
expressions dans les équations (8), on aura 


Œ(u)=u(u), bu) =0(), 
ce qui donnera pour nos fonctions f(x), gi (a) ces expressions : 


Kal + D Je) HE + 0 +0 IH TG): 
ra) 
9: (2) = F(a (x) J (a) +b (y) Fe) — ala + 1) Je) — 6 (à +1) v(x), ) 


où a et b désignent deux fonctions arbitraires de y. Voilà les solutions Ke 
plus générales de (8). 
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Cela posé, nous venons de démontrer le théorème suivant: 


U 
Une intégrale quelconque 3 (x) de l’équation linéaire (5) doit satisfaire 
aux équations fondamentales suivantes : 


ul #1 5 a ay sy 
B (a) — B(x) — 2 De B (x) = (fo +h @)), 


a Me “ A Ca 
8 (2) + RE) ala) ==(g + gite), 


pourvu que fi (2), gi (x) soient déterminées à l’aide des formules (11). 
8. Or, n’est-il pas possible de déterminer les fonctions p(y), q (x) figu- 


a a 
rant au second membre de (8,) du § 6 d’une telle manière que fi (x), 9ı (X) 
peuvent être chassées des formules (12)? 

En effet, un calcul direct montrera que la fonction 


8 (x) =p) J) +9 Ye) 


satisfait aux équations (1), (2) quand on y remplace f(x), g (x) par les fonc- 
tions obtenues de (11) en posant p(u)— p(u + i) au lieu de u(u) et q(u)—q{(u—+1) 


au lieu de b{u). C'est-à-dire que la fonction 8 (x) +3 (2) sera une solution 
de nos équations fonctionnelles (1), (2), pourvu qu'il soit possible de déter- 
miner les fonctions p(u), q(u) à l’aide dts équations 


\ 


Pu+l)—p{w)=a(Uu), qu+1)—q{(u)=0b(); (2) 


cependant, la possibilité de ce problème n’est pas encore mise hors de doute 
dans tous les cas, que je sache. 
Or, les équations fondamentales (1), (2) mêmes montreront immédiate- 


hs u : x : 
ment que les fonctions f, (x), g, (x) doivent généralement s’évanouir pour la 
fonction B(x) définie a l'aide de (8). En effet, l’existence des fonctions 


| i 
fi (a), 9 (x) n’est possible que si les fonctions données fie), g (x) se compor- 
tent d’une manière très particulière pour x = 0. Cependant, je n'ai pas réussi 
à démontrer dans tous les cas que la condition nécessaire (5) et suffisante 
aussi pour que les équations (1), (2) alent une solution. 

Regardons encore ce même problème d’un autre point de vue. Il est évi- 
dent que l’équation (5) nous fournira un moyen pour la détermination d’une 
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p u A 
des fonctions f(x), 9 (x), l’autre étant donnée. Supposons, pour fixer des idées, 


u 
qu'il s’agisse de déterminer la fonction f(x). Dans ce cas l’équation (5) est 
de la même forme que (1) mais plus compliquée, ce qui nous conduira à 


ik 


chercher la fonction B (x) qui détermine aisément la fonction f (2). Or, ap- 


pliquant la règle de Lagrange (*), on retombe, à l’aide de la fonction F'(x) 
définie par (1) du § I, de nouveau dans des équations de la forme (4). 

Après une discussion avec M. J.-P. Gram je désespère d’un résultat fa- 
vorable de ces recherches prises dans toute leur généralité. Du reste, ces 
recherches ne jouent aucun rôle dans la théorie des fonctions cylindriques, 
nous le verrons dans le paragraphe suivant. 


= x 

§ 9. Supposons maintenant que la fonction » (x) soit donnée, nous 
| LAURE DR ; 3 ER de 
avons déjà indiqué une méthode pour la détermination de B (x), de sorte 


qu’il ne reste encore qu'à déterminer les fonctions f(x), g (x) et à démon- 
trer que ces trois fonctions satisfont aux équations (1), (2). 

La détermination des fonctions u,, v„ peut être effectuée immédiatement 
à l’aide des formules (8), (8) du $ 6. Portons ensuite les fonctions u, v ainsi 
trouvées dans les équations (9) du $ 7, nous pourrons toujours mettre 


l D 1 hy 
ne qu EA AT eg e (x) + hi (1), 


I, u u 
— È Su — Da a + Yuri = @2 (X) + he (x). 
Formons ensuite de nouveau les équations différentielles auxquelle y,, 24, 


. . . A u . . . 
doivent satisfaire, nous aurons pour h,(x), A. (x) les conditions suivantes 


Hm) — Doha) hie), | 
(2) 


w—1 


x 





hi (e) — Da hi (2) + he (€) = 0, | 


d'où l’on verra que hs (2), hs (x) sont toutes les deux des solutions de 1° 6- 





(*) Voir, par exemple, Markorr: Differensenrechnung, p. 151, Leipsig, 1896. 
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quation linéaire et homogène 


1 | 2 — 1 
A Wa -H=*\n=0, 
ce qui donnera 


hi (a) = 2(0(1) + WR), 


he (a) = (a. (1) Je) +0: (1) Y@)), 


fonctions qui ne satisfont aux équations (a) que si l’on a à la fois 
ar (u)—=Ai(u+1), bu) =d (u + 1). 


Cela posé, désignons par y,, 2 des solutions quelconques des équa- 
tions (10), nous aurons généralement 


Ey Dae — 2-1 = 01 (0) + (a (8) Ta) +8 (8) Ye), 
u u Lu (8) 
2 Dors + pau onl) +2 (ae +1) T(z) +0 (+1) ro), 


a (u), b(u) désignant deux fonctions arbitraires de u. 
Or, la différence de deux fonctions y, ou 2, peut être écrite sous cette 
forme 


pa =e (eu (a+ 1) Ja) +5 (+1) r()), 


ip = 2 (al — 1) J (x) + ds (u — 1) Y(2)), 
ce qui donnera 


pP 
peli Do ya — ipa = 


= (Ce (u — 1) — a, (u)) J(x) + (ba (a — 1) — 0, (1) ¥ (a) ) 


le 
— Gin Deu + un = 


= 2 (as Wa + ID) + (0: (@—3 +1) YO), 


de sorte que les fonctions ya bu, 2, +3, représentent des solutions des 
équations (9) du $ 7, pourvu que 


a (u) + de (u — 1) = a, (x), b (u) + da (a 1) =), (1), 
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conditions que l'on sait remplir d’une infinité de façons. Cela posé, nous ve- 
nons de démontrer le théorème suivant: 


Supposons donnée la fonction (x), une solution quelconque de l’équation 
différentielle (5) satisfera aux équations fondumentales (1), (2), pourvu que 
les fonctions 

Ut 
x 


m= (f@+9@), = (0-90) 


soient des solutions convenables des équations (10), (10a). 


i 
| III. Sur L'APPLICATION DES FONCTIONS DB (x) 
DANS LA THÉORIE DES FONCTIONS CYLINDRIQUES. 


§ 10. Étudions maintenant la fonction 
u le u—1 u—1 u 
G (a) = 5 (Be) C(a)— B(e) CC), 


qui est essentielle dans les recherches qui nous occupent. En premier lieu, 
la formule fondamentale (2) du $ 4 et la formule analogue pour la fonction 


Mt u 
cylindrique générale C(x) montreront que G(x) satisfait à l’équation 


u u+1 u [7 
G (x) = G(x) + g (x) C (x), (1) 
ou plus généralement 
u san uts u-+s utn+i 
G (2) = NI (0) Cr + € (1), (la) 


x 


n désignant un positif entier. Faisons ensuite croître à l'infini ce positif en- 
tier n, nous aurons une formule de la forme 


DIO Ce) = 2 (Bia) C@ — BA) Le), (2) 


pourvu que la limite 
+n+ 1 


L (a) = lim G (x) (2a) 
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devienne une fonction finie, déterminée et périodique par rapport à 8) en 
ayant la période additive mae cette dernière condition est du reste une 
conséquence immédiate des deux premières. 

Cela posé, appliquons la deuxième proposition du $ 4, nous aurons de 
même Ato: A 
so —U-S _Uts LASER ui url: u u 
Xe 19 (2) de) = — 2 (Bl) C@) +B Scie) — tie @,  @) 


S—u 


où l’on a posé 


Hi 
Lie) = im (17 (Be d'@) +E (a) CE], (34) 
pourvu que cette limite aît une valeur finie et déterminée. 
L'application de la troisième proposition du § 4 s'effectuera immédiate- 
ment aussi. 
§ 11. Faisons ici quelques remarques essentielles sur les formules dé- 


veloppées en $ 10. Supposons que B (x) soit aussi une fonction cylindrique 
de l’argument x et du paramètre u, la formule (2) donnera immédiatement 
la formule fondamentale (4) du $ 2, comme je l’ai indiqué dans mon Mé- 
moire cité (*). 

Du reste, il est évident que les formules du $ 10 PRESI, leur validité 


A 
: * ( 2 a ‘ 
si l’on se bornera à supposer que C(x) satisfasse seulement à l'équation (a) 


du $ 1 et B(x) seulement à (2) du § 4. Or, en se rappelant qu’une solution 
quelconque de (a), et que la différence de deux solutions quelconques de (2). 


sont représentées par la fonction F (x) définie dans le $ 1, on verra, en 
vertu de (9) du $ 1, que cette généralisation ne vaut pas qu'on y prenne 
garde. 

En outre, il est possible de déterminer une solution de (2) du $ 4 de 
manière à pouvoir chasser la RE L (x) du second membre de (2) 
du $ 10. 

. r > u+v 
Appia gue maintenant la formule (1,) du $ 10, après avoir posé B (ax) 


au lieu de B(«), J (x) et puis Y Y'x) au lieu de C (a), nous aurons, en vertu 





(*) Annali di Matematica, ge série, t. V, p. 28. 
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de (5) du § 3, la formule générale 


u+vtn UAN Ris u+v—1 G =n-1 wtvts pali ai 


B(a x)= RB (a) Biles R(x) B(a2)—= x q(ax)R (x) 


2 s=n—1 À + y | s u+sn=s1 utv+s 
e 2 (= @+9)£ (cies Diez), 


ou bien, après une légère modification 


vin UA,» y un-—i v—4 utsn—-s—1 
Biy) = BR (@) By) Ke) BY) —= Ege @) 
(4) 
u, 7 Be n—s—1 v+s 
+ (TE By, 


de cette formule on peut en déduire une foule d’autres. Supposant par exemple 
v+n v Ci ge 
u= 7, y=%, on aura B (y) réduit à B (y), B(y). Supposons encore x = oo, 


v+n 
nous trouverons B (y) comme une fonction linéaire de B’-!, B’,..., B’rn-1, 
et ainsi de suite. 


§ 12. Differentions encore par rapport à x notre fonction G (a) du 
§ 10, nous aurons, en appliquant les formules (3), (4) du § 5 et les formules 
analogues qui contiennent les fonctions cylindriques : 


2 D, Ge) = Ce) (fw) — 9 @) — Co (fle) + 9 (x). 
Éliminant ensuite Ce), à l’aide de la formule 
Ca) = C(2) + Da C(x), 
on aura 


w (x) C(x) = — 2 Ds G(x) — Da L (a) (FC) + 9(2))| 1 


où w (€) est la même fonction qui figure aux formules (5), (6) du $ D. Cela 
posé, nous aurons finalement la formule élégante : 


Je (a) (a 4 à = x (0 (a) BA — Ce) Bw) — Cf) +9), (5) 


où nous avons supprimé Ja constante d'intégration qui doit être une fonction 
arbitraire de y. 
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Il est évident que notre formule (5) contient celle trouvée par M. So- 
NINE (*) pour l'intégrale («) mentionnée dans l’Introduction. 

La marche qu’il faut suivre pour obtenir l'intégrale indéfinie figurant 
au premier membre de (5) est indiquée précisément par le théorème termi- 
nant le $ 9. 

Cela posé, notre formule (5) déterminera immédiatement la deuxième 
intégrale de M. Soniye (**), savoir 


Jr (ny Or” (4 (a) Ca) de. 


Appliquons maintenant la formule (1,) du $ 10, nous aurons 


gly u s=n—1 u+s Bere urn u u u 

fu) Car =-2. $ g@C@)—26@)—C@lf@+9@), © 
formule qui a été indiquée dans certains cas très particuliers par M. Low- 
MEL (***), Supposons qu’il soit possible de faire croître au delà de toute li- 
mite le positif entier n, nous aurons de même 


Lt 


2 L(x) — [o Co) de — Co (fw) +9) =2. IO. (6) 


v 


Il semble être remarquable que le second membre de cette formule ne. 


contient pas la fonction fa); or, on verra aisément que ce fait s’accorde 
bien avec les remarques faites au commencement du $ 11 et avec la for- 
mule (7) du $ 5. 

$ 13. Avant de donner. des exemples plus généraux de notre méthode 
il nous semble utile d’évaluer quelques formules très particulières dues à 
M. Lowen (****) et souvent appliquées dans la théorie des fonctions eylin- 
driques et dans leurs applications. | 


u u+y 
Pour la fonction B (x) = C, (6 x), C, étant une fonction cylindrique quel- 





(*) Mathematische Annalen, t. 16, p. 30 (1880). 

(**) Mathematische Annalen, t. 16, p. 30 (1880). 
(***) Mathematische Annalen, t. 14, p. 531-34 (1879). 
(****) loc. cit. p. 523. 


> LIVREA 
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conque, tandis que v, B désignent deux constantes finies, nous aurons 


f(a) = 2(4 —1) D. C2) 





g(0) =  —«) Cen, 


(ue + Ob Ze) ORT rn 


u 
v@=(1-8) ++ 
dont la dernière peut être déduite plus facilement à l’aide de l’équation dif- 


uty 
férentielle à laquelle ©, (8 +) doit satisfaire. Appliquons maintenant la formule 
générale (5) du $ 12, nous avons, après avoir posé »—v au lieu de », «ax 


au lieu de a et È au lieu de B: 





| (@- a+ È) C\(Bx) C (aa) da—Bx C(ax)C, (Bx) — 


(7) 


— de 


— an C (ex) C, (Ba) —(v—p) Clea) C.(8 2), 


ce qui est précisément la formule de M. Lommet. 
Posant » =p, C.C, on aura une formule appliquée dans des recher- 


ches sur les zéros de J(x) par MM. Haxxez (*), Hemrica Weser (**), Hos- 
son (***), GEGENBAUER (****). Si les deux 
termes s’évanouiront, de sorte qu’il faut différentier par rapport à 6 et poser 
ensuite 6 =a, ce qui donnera 














do a@ar-5 (00) Oia) Oy Ci) (8) 


Posant encore dans (7) a=ß=1, on aura une autre simple formule. 
Différentiant cette formule par rapport à v, posant ensuite » — u, on aura de 


(*) Mathematische Annalen, t. 8, p. 472 (1875). 

(**) Journal de Crelle, t. 76, p. 4 (1873). 
(#**) Proceedings of the London Mathematical Society, t. 28, p. 370-75 (1897). 
(##**) Monatshefte für Mathematik und Physik, t. 8, p. 383-384 (1897). 
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même ©: 


7 A 
2 „ce dx— &(C(x) 6, (x) — O(a) 6, («))— 
i (9) 
u x 2 u 
—2A(a,b)log = + C(x) Cı(@)- | 

Appliquons la proposition sur 6, (x) démontrée au $ 3, nous aurons cette 
autre proposition: 

Supposons u Egal à un entier different de zéro, notre intégrale (9) peut 
être exprimée sous forme finie, à l’aide des fonctions cylindriques et des fonc- 
tions élémentaires. 

Cela n’est plus vrai pour  —0. Dans ce cas les deux membre de (9) 
s'évanouiront, de sorte qu’il faut différentier par rapport à u, ce qui intro- 
duira des fonctions nouvelles, différentes des fonctions cylindriques. 


id lt 
TV. Sur LES FONCTIONS INTRODUITES PAR fe C(x) d a. 


7 rie 

$ 14. Avant de construire la fonction B (x) quifcorrespond à » (x) = x” 

je me sens engagé à faire une remarque essentielle sur ce problème en gé- 
néral. 


. : : pi ER 
Il est évident que l’adjonction à » (x) d’un facteur indépendant de x n’a 
aucune influence sur l'intégrale indéfinie dont il s’agit de déterminer la va- 


ce 3 È 

leur. Or, o (x) étant multipliée par un tel facteur (fonction de x), il sera la 
e i 

même chose pour la fonction B(x); c’est ce que démontrera immédiatement 


l'équation différentielle (>) du § 5 à laquelle B (x) doit satisfaire. Cependant, 
l’adjonction d’un tel facteur (fonction de x) sera d’une haute importance pour 


} 
la forme des équations fondamentales auxquelles B (x) doit satisfaire, de sorte 
qu'il importe beaucoup de déterminer le facteur susdit d’une telle manière 
que ces équations prennent la forme la plus simple. Les fonctions traitées 
dans cette section et dans les deux sections suivantes montreront clairement 
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l’importance d’un tel facteur convenable; mais voilà justement ce qui con- 
stitue la difficulté du problème. 
Ces remarques faites, regardons dans le cas qui nous occupe la fonction 


x |? 
(5) 


Nous aurons d’après un calcul direct 


tI 1 a ATL RL 
ne 
identité qui nous conduira naturellement à poser 


2 cos — (u — : 
os > (y v) 


CaS 


; ur 
d’où l’on tire, pour la fonction correspondante B (x), la formule fondamentale 


ay 
0) (x) — 








sa 


COS È (1. — v) 


"ETERNI LIA) (3) (2) 


u,1+42 un 


B (x) = B(x) — 








ou plus généralement, n étant un positif entier 


uv+2n è 














B(x) = Bia) — 
= s=n—1 = 1)s (3 nt (23) 
ta (e ») y+ op. parsa i 
s=0 r | +e+ir| +541) 


Posant dans (24) » — = au lieu de v, on aura une formule analogue 


pour la reduction de B fa à B (x). 
Faisant dans (2a) le positif entier n croître à l'infini, on obtiendra une 
série absolument convergente pour toutes les valeurs finies de #, u, v, abstrac- 


Ar +2n 


tion faite du facteur ©”. En outre, © (x) s'évanouira dans le même cas, c’est- 
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à-dire que la fonction la plus simple des B sera la suivante : 
Ly = s 


SALTI ara) 
TI (x) = cos = (uv —v). N ———_____-~_______, 
: s=0 (ers) ++) 


qui est une fonction entière des trois variables ©, & 
facteur «”. 


(3) 


, ¥, abstraction faite du 


. 3: . x . 
Remarquons que la fonction Il (x), à un simple facteur près, est iden- 


tique à celle introduite par M. Lommer (*). On aura en effet 


cos = (v. — v) 


vse) a 
2 2 
Or, c'est précisément ce facteur qui simplifie les équations fondamentales 


de notre fonction IT; voilà la raison pour que ces mêmes équations ont été 
inconnues pour M. Louer. Ù 





TI (x) = 





Supposons v= +u—29p, p étant un entier non négatif, notre démon- 
un ; 
stration de la formule fondamentale (2) pour la fonction B (x) est en défaut, 


. . , . . fe, 
il est vrai. Or, prenant aussi dans ce cas comme definition pour II (x) la 
série infinie figurant au second membre de (3), on verra immédiatement que 
cette fonction satisfera à la formule (2). En outre, la forme même de l’équa- 


tion différentielle (5) du $ 5 montre que cette même fonction II (2), étant 
généralement une solution de cette équation, le sera encore dans le cas 
susdit. 

$ 19. Substituant dans les formules générales la valeur (1) de w, on 
aura par un calcul direct 


+1, —1 +1, 


(fe) — I) n (x) — Il (a), 


En ER 


1 {4 A ee ie 
= (Foo) +9 = I @ ab ri (2), \ 





(*) Mathematische Annalen, t. 9, p. 435 (1876). 
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ce qui donnera les formules fondamentales suivantes : 





u—1,v url 
u (x) — m ito na Il: (ic), 

u—l,yv “+1, IT tai (5) 
n (@) +0 ()= En (2). 


Posant dans ces formules encore une fois » + 1 au lieu de », on aura 
de même, en vertu de (2) 


u—1,+#1 u+1,7+1 \ 
Ie) —ID (vw) = 2 D, NI (x) — | 


vcos = (ev) se ghi 
a (6° 


u—1lv+1 ut1,v 41 PAZ | (54) 





2p. 
D (@) +0 (©) = Tr) — 
T x 
1008 (1 — +) 
DE +1)r (= 
2 
ce qui montre que la Ne 


¥ (7) = le) +1 () 


satisfera à un systeme des équations de la forme (1), (2) du § 4 dont les 








fonctions fie), g (2), se déterminant immédiatement en vertu de (5g), seront 
des fonctions trés simples. i 
Appliquant encore une fois la formule (2), on aura de même 


u—1,u4v-1 ut41,@+v+1 MM, 
He (zy Ms (2) =2D. 0) — | 





2 DI 
a tay ts 
y v 
u-1,u+v-1 41,471 2 p. u ,u4+Y 


ia +i @) = 


(28) 
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§ 16. Notre fonction II renferme un grand nombre de fonctions plus 
spéciales connues auparavant et étudiées l’une après l’autre selon des mé- 
thodes différentes. Nous avons ici à déduire ces fonctions et leurs propriétés 
fondamentales en faisant varier simplement les deux paramètres u et v. 

1. y=0, » = I, nous aurons respectivement 

a \ 


14,0 m ibe wf | 
1 == ae | cos (WSIN &) COS (uw) do, 


v 


0 


à (6) 
nl A lal Gb 
LOT) à [sin (wsin w)sin (uo) do. 
0 


142 


La fonction W(x) = II (x) + X(x) a été introduite dans la théorie des 
fonctions cylindriques par AxGer (*), tandis que Caucny (**) et Bouraer (***) 
ont étudiée plus tard. Dans deux Mémoires (****) récents j'ai donné de 


EL | & 2 
nouvelles propriétés des fonctions II (2), X (x). 
2.° v—=+ty—2p, p étant un entier non négatif. 


uw 


Dans ce cas w(x) s’évanouira, ce qui montre, en vertu de nos recherches 
; Ar 7 : N è 
de la section II, que IT(x) deviendra une fonction cylindrique de l’argument 
x et du paramètre u. On aura en effet 


u,u—2p U,—u—2p — 


N (x) TG. I (x) 2 rosa De) | (1) 


Pour obtenir dans ce cas une fonction qui satisfait à un système des 


équations de la forme (1), (2) du $ 4, il faut différentier II (x) par rapport 
ou à v ou à u. Posant 


MV 


Mv ur uw i 
2D, (x)= K (x), 2D, I(x) = & (x), 


(*) Comptes rendus, t. 39, p. 129 (1854). Neueste Schriften d. Naturf. Gesellschaft, 
Danzig, 1855, p. 14-17. 
(**) Comptes rendus, t. 39, p. 132. 
(***) Comptes rendus, t. 39, p. 283. 
(****) Mathematische Annalen, t. 52, p. 236, 237, 583 (1899). 
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on aura respectivement 











bete yates 


Mv 7 MV 
& (x) = — tig (e — v) II (x) — cos eo) 
vi x \v+2s 
$= (i (+ 
i s=0,n È = ". | r ( — WU 


POI 














[HE + 4) 
où 4 (è) est la fonction définie dans le § 1. Cela posé, nous aurons 
fel Tia x \ 

K (x) = 2d (x) log 3 — 
ars (a ES | 
> Warst QUEUE | 








Are psti (8) 
À Au. (— 1)? (=) 
= Y ae +D — outs + 0); | 
appliquant ensuite la méthode du $ 1, nous aurons généralement 
ut —2p ppi sp. (p—s—1)! Te 
K (x) = K (x) — pai Pee eee | | 8,) 
Pie Pap RI (p caries 1) ! P+25-2p \ ( a 
et run) 7 
ce qui donnera la formule remarquable 
| (9) 


a. - 2p u.u—2p L 
Kı(2) RAT) = 3 DJ (x). 
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On aura de même 


pu, p—2p À u —U,—u—2p 
{ (x) =rsinunzJ(x) +cosur K (2), | 


Hy—H~2p up | 
K (x) ——nsinpxJd (2) + cosun® (a). 


(10) 


Les équations fondamentales auxquelles les fonctions K “a, ® @ doivent 
satisfaire peuvent être formées immédiatement à l’aide de (54). La fonction w 
qui correspond à K s’évanouira dans le cas u —», v étant un entier égal à 
p au plus; c’est-à-dire que la fonction K deviendra une fonction cylindrique 
de l’argument x et du paramètre v. On aura en ‘effet daus ce cas 

v,v—2p 
K (x) = Y (x), SO (11) 
de sorte qu il faut différentier K (x) par rapport à p et poser ensuite p =», 
pour avoir une fonction qui satisfait à un système des équations fonctionnel- 
les de la forme (1), (2) du $ 4. Nous renonçons à En la fonction nou- 
velle ainsi obtenue. 

Supposant que v soit un positif entier plus grand que p, on aura au con- 

traire 


K (x) = Y (x) an = Da are LI =)” | (11,) 


s! 


$ 17. Il nous reste encore de montrer comment les fonctions dites 
besséliennes de la deuxième espèce, et quelques autres, peuvent être déduites 
de nos deux fonctions K, R. » 

3.° Posons 


pila +1 pi 
Kr) =Z(2), (12) 
nous aurons, pourvu que À (x) (*) > — 3 » cette formule remarquable 
, WG) È 
Zoe | sin (a sin ©) (cos o)" de, (124) 


r(e+5) ò 


a 


. n . . ie A 
intégrale qui est entièrement analogue à celle obtenue pour J(x) même. La 





(*) Par R(p) nous désignons constamment la partie réelle de y. 
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; i u 
fonction Z x) a été regardée pour la première fois par M. P. Sremox (*), 
d’après ce que je sais. Nous aurons encore 


RA 


IO = sinur Ze). | (125) 


En tenant compte des formules (2,) du § 14 et (7) du § 16, on démon- 
trera immédiatement la proposition suivante: 
rts r++ 
La fonction Z (x), p étant un entier quelconque, se réduira a J (x), 
abstraction faite peut-être d'une fonction élémentaire. 
4.° Pour la fonction 
Q (7) = [sin (ns — asin a) da, (13) 
0 
n étant un entier quelconque, nous aurons de méme 
2 


2p+1,0 2p+1 2p,1 D 
K (x) = Q (x), K(x) =Q (2). (132) 


La fonction Q (x) a été introduite par MM. Louez (**) et H.-F. We- 
BER (***); elle joue un rôle assez considérable dans les applications sur la Phy- 
sique mathématique des fonctions cylindriques. Voir à ce sujet les livres de 
M. RavLeIGH (****) et de MM. Soi et DT ee): 


On verra immédiatement que Z (x) et Q (2) sont identiques; appliquant 
ensuite la formule (24) du $ 14, on aura la proposition saivante: 


n 
La fonction Z(x), n étant un entier quelconque, peut être réduite à 


N. 
Q (x), abstraction faite d’une fonction élémentaire. 
Dans le cas général, où n’est pas égal à un entier, on aura sans peine 


lt 


(Eh 





= (cosu x W(x) — va); (13) 


sin LT 


(*) Programm. der Luisenschule. Berlin, 1890. 
(**) Mathematische Annalen, t. 16, p. 187 (1880). 
(##*) Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zurich, t. 24, p. 47 
(1879). 
(##**) Theory of Sound, t. 2, p. 164. Londres, 1896. 
(###**) Treatise on Bessel Functions, p. 202. Lonitros! 1895. 
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formule qui est due à M. H.-F. Weser; elle est analogue à (9) du is 1 qui 


exprime Y (x) à l’aide de I x). 
5.° Posons encore 


K (x) = Y (x) + À = 0) Fi ee de, (14) 


2p = 1 
où p est un entier non négatif, la fonction rationnelle O (x) est indentique à 
celle de M. Cart Neumann (*). 


6.° De même on obtiendra la fonction rationnelle S(x) due à Sora- 
FLI (**), en posant 


2p,0 2p 2p 2p+1,1 2p+1 2p+1 
K(r)=.Y.@) + 8@),- Ra) Xx): (15) 
7.° Posons enfin 
20,0 2p 2p+1 
R (x) = — T(x), e Ne — — T (x), (16) 


nous aurons immédiatement 


2 (DV) a) TO) 
PZN 
d’où 
9 TL J a È 
‘tia | (3 e)sin (r sino —n9)do. (162) 


0 


La fonction entière T'(æ), dont on obtient, en vertu de (8), (8) du § 16, 
le développement en série de puissances, a été introduite également par 
ScHLAFLI (***) qui a donné aussi :la formule (16,). 

Or, combinant les formules (9) du $ 16 et (15), (16) de ce paragraphe, 
on aura la formule bien connue 


V(x) = 2 Jr) log = + 2 Ne) + Te) — S(x). (17) 





(*) Theorie der Bessel’schen Functionen. Leipsie, 1867. 
(**) Mathematische Annalen, t. 3, p. 139 (1871). 


1 5; 
(***) Loc. cit., p. 147 [la fonction T(x) est désignée par A (x)]. 
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Cette introduction des fonctions S (x), 7 (x) est beaucoup plus naturelle 
que celle habituellement appliquée. En effet, elle se présente, par ce point de 
vue, comme une conséquence irrésistible-de l’identité (9) du § 16. 


Notre introduction méme des fonctions 0 (2), Se), l'(€) permet de dé- 
duire immédiatement, à l’aide des formules générales, les formules fondamen- 
tales auxquelles ces fonctions doivent satisfaire. Or, les recherches de la sec- 
tion IX nous fourniront un moyen plus simple pour trouver ces mêmes for- 


mules. 
h N E ut 
$ 18. Appliquons maintenant la fonction II (x) pour trouver le déve- 


loppement en série infinie selon la formule (2) du $ 10, nous aurons, après 
avoir posé v— u au lieu de »: 





n n \v+s u+s 
cos — eos (5) J (x) 
Vv 








Best) meet sf tes) iD 


—1v—1 fi 


-< (F(a) Me) n(x). 


u,v 
Appliquons de même la fonction W (x), et additionnons la formule corre- 


x 


spondante à celle que nous en obtiendrons en changeant le signe de x, nous 
aurons, en vertu de la formule eulérienne pour le produit T (m)T(1— 0): 








Ua AY / 
sin 7 (u. — v) +2 ++) fe 
27 fo + v 
0 ee: I (19) 
peed uv t— t—1,v-+1 4 
a (=) [m (a) Sa) Eni (a) J (a) , | 


Les séries analogues contenant la fonction cylindrique générale ne se- 
ront pas convergentes. 
Posons maintenant dans (18), (19) » + 1 au lieu de v, nous aurons les 
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deux formules que voici 


rae) A fees? J@)= 





ri x \+s 
sin D (1 KE v) s=o (= | us | 


2 
ul 


u-lv m av 
=I (x) Je) — 11 (x) Ja), 


dur (20) 
(3) sina (y—v) I 





(pi + 2 8 + 1) r Ben #6 ) utes 
5 / 


dr i DE +5] 


uly u UVv+1 ul | | 
= Il (x) J'(x) — I (x) Jin), 


qui donneront pour la fonction qui figure au second membre deux dévelop- 
pements différents selon les fonctions cylindriques. Cependant ces formules (20) 
ue sont démontrées que si nous supposons v indépendant de u, il est vrai, 
or, abstraction faite du facteur x*+’, les deux membres des formules repré- 
sentent quatre fonctions entières de x, u, v, de sorte qu'il est évident que nos 
formules gardent leur validité même si l’on suppose » égal à une fonction 
quelconque de u. 

Les deux series infinies qui figurent aux premiers membres de (20) pos- 
sedent une propriété remarquable que nous démontrerons aisément à l’aide 
de la formule (2,) du $ 14. En effet, désignons par o (x) la somme commune 
des deux séries, nous aurons, p étant un positif entier : 


u,v+2p My = 


o (x) =o (a) 4 sin (uv) : 


re 15 DM 


PRE: 5 








tin) s—p—1 : 9 
ab 2 a 5% ——_ 
Zo re ii ia (21) 
5 x v+2s 
a cf) | 
TC A Ds ae 


dea 
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Posant » — 0, on retombe, pour la deuxième série, dans une formule due 
à M. Lommet (*). 

Regardons encore pour les séries (18), (19) les cas particuliers suivants, 
où p désigne un entier non négatif: 


1° »tv=—+(2p-+1), il faut introduire la fonction Za). 

2° y=p—2p, il faut différentier par rapport à v, opération qui in- 
troduit la fonction K. 

3.° v=pu +2 p; dans ce cas la série qui entre dans la formule (19) 
deviendra une série finie, de sorte que nous aurons la formule suivante: 





14-25 
Lie sae +28) FG) _ 
o (p—s)lT(p + p+s +1) 





25-29 
, cf 
ES Se 2 2 22 
= 3Groretptst)) (22) 


LCA & I): ia 
Io. i rosetta 








4° y= — u, ce qui donnera les formules remarquables 
om 
= ré © 
ere 5 (+ 2 +s) fa, en 


posant dans (24) u égal à un entier non négatif, on retombe dans une for- 
mule donnée pour la première fois par M. ScaLéòwinca (**). Les hypothèses 
y==—p + 2p nous conduiront aussi aux formules (22), (23) ou (24). 

5.° v= 0; la formule (19) et la première (20) se présentent sous une 
forme très élégante. 

§ 19. Appliquons maintenant Ja formule (5) du $ 12, nous aurons, 





(*) Studien über die Bessel’schen Functionen, D 37. Leipsic, 1868. 
(**) Zeitschrift fur Mathemalik und Physik, t. 2, p. 141 (1857). 
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en vertu de (4) du $ 15: 


sin — 5 "(m — v) 


pe vana E VERI | Ca = i 
EE PEN) a) | 





> (25) 


= a, +1 
= Sd (ar) 11 (a SC (aj ); 
formule qui est analogue à celle de M. Lommet (*). 
De la formule générale (25) on peut en déduire une foule d’autres. Po- 


cae! ; ; «CORI 
sons par exemple y= = N tandis que la fonction cylindrique est 


celle de la première espèce, nous obtiendrons une nouvelle expression pour 
le sinus-integral S;(x', expression qui est également due à M. Lomwer (**). 
Regardons encore les cas particuliers suivants, où p désigne un entier non 

négatif: 


1° v=pu + 2p. Le facteur sin = (u-— v) peut être supprimé, de sorte 


u 
que le second membre de la formule nouvelle contiendra la fonction Z (x). 
2° v=u—(2p-1). Une differentiation par rapport à » donnera 


! x \m-2p-1 u È u—1,u—2p —1 u—1 PETER 
rl 5) TO der (ce) KG) eC ey ate ). (26) 


Les formules que l’on en obtiendra, en posant p = 2p + 1 ou p = 2p + 2, 


coutiennent les fonctions S (x) ou 0 (x) respectivement ; la dernière est due 
à M. Louez (***). 

Posons maintenant „=, » étant un entier égal à p au plus, la for- 
mule (26) deviendra de nouveau inappliquable, de sorte qu'il faudra différen- 
tier encore une fois par rapport à ». Démontrons qu’il suffit de regarder seu- 
lement le cas 0<v<p. En effet, supposons p négatif entier, égal à —s, 
nous aurons 


f(EV "0 Ca) damn Ly | (5) code, 


’ 





(*) Mathematische Annalen, t. 9, p. 442 (1876). È 
(**) Mathematische Annalen, t. 16, p. 204 (1880). 
(***) Mathematische Annalen, t. 9, p. 442. 
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et l'intégrale qui figure au second membre peut être déduite de (26), en y 
posant u =s et p+s au lieu de p. 
3.0 y=--u—(2p+ 1). Ce cas peut être réduit au précédent, Posons 


(2 


aa : i 
en effet dans 2° cosur C(x) au lieu de C(x), puis supprimons le facteur 
commun cos 7 et changeons le signe de x, nous aurons Ja formule cherchée. 


1 È 
La formule correspondante pour p=» = “aa donnera une expression 


nouvelle pour le cosinus-intégrale; cette expression appartient aussi a 
M. Lonner (*). 
4° y=p+2p+ 1. Nous aurons la formule remarquable 


(— 1)p-! IE BEDE 4 ay 
pIv(e+pt+l) “4 TETE | 
z\MI?s+1 | x \+?s (27) 
Been) eT v3) us a 
2). 2 SIT(@R+s +1) | (r). à NES Tr 
5.° y—=—u+2p+I. Ce cas peut être réduit au précédent. 


§ 20. Pour développer en série de fonctions cylindriques notre inté- 
grale (25), appliquons la formule (6) du $ 12, ce qui donnera 


ay 
| | J (E) 0, 09 














rfi 2 “rt +) 
2 2 
u, a =) LEE \ 
SEE: IS) Je dx — | 
r u de 102 Sg eA | 
9 
et ae 
k pin VI 
g\ s=x (u SRI Def xi | u+2s+1 | 
Seal PER LCD à a Sig AIA 9 PATTI 

= fi) = te +B,, re 

Be 7, 


formules qui nous fourniront un moyen pour développer en série de fonctions 
cylindriques un nombre de fonctions, et cela de deux manières différentes. 


x 


- Nous nous bornerons à regarder les cas suivants : 





(*) Mathematische Annalen, t. 16, p. 204 (1880). 
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ete ee En ja gaa 
2 2 2 
sinx ou à cos x respectivement. 
2.° y = 0. La dernière des formules se présente sous une forme très 


elegante; elle peut être trouvée dans le livre de MM. Gray et Martuews (*). 


Les intégrales se réduiront à 


1 ar 
Posant en outre p= + 3° on aura deux développements pour chacune des 


fonctions 








COS x “sin x 
| — da, ve d x 


Ur Je vit 
3, ob = -3: n= 3° On obtient deux développements pour 5; (X). 
4° v=—u—2p—1. Dans ce cas il faut différentier par rapport 


à ». Les formules ainsi cbtenues se simplifieront par une application des for- 
mules (23), (24) du § 18. Posant p = 0, p= =; on aura deux développe- 


ments pour C; (x). 


È (AI È 
V. SUR LES FONCTIONS INTRODUITES PAR | peste L'ad 


§ 21. Dans ce cas nous regardons la fonction 
WALK A 
ce qui donnera 


y boy’ + (1 2. ya ( si ICE ete — 4 ot — ut) (ia) tet, 


équation qui nous conduira naturellement a poser 


/ 1 . ; 
ne a: rly 4 )@: x) 
6) "= rr 9 
\ iz TO+WTO—P) 





(1) 


po 
de sorte que nous aurons pour la fonction correspondante B (x) cette formule 





(*) Treatise on Bessel Functions, p. 209. 
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(e, 





fondamentale: 


di : 
wy my ei 1% ( + 9 (2 a a)” 


Vz ot 


ou plus généralement, n étant un positif entier: 





u,v+n ur 





1 : 
pio ens Tl+s+ 3) 
dB 0 di 
WT s=0 





osant v—n au lieu de », on aura une formule analogue pour la réduction 
1 fo) 


uvon MV 7 2 : QT 
de B (x) à B(x). Faisons dans (24) n croître au delà de toute limite, nous 
aurons la fonction 








rs ay ar Ta Ê + gears | (2 i a)ts 
D x = : — * > a ! 3 
(x) CNE ra Tvte+s+tl)tb—u-ts+]) (3) 


U,V 
comme la plus simple des fonctions B (x). 
On aura de méme 





= 
=~ 
| 
< 
-- 
= 
PS 
S = 
XS DE 
= 
| 
> 
= 
’ 








d’où, en vertu de (3) 





Bear, \ 
DGG I |P 2 r(v+ 5) @iey 
x fd + 9 (2) ge m T(v+e)T(v Se A 


| (4) 
el Civ + — (2¢a)’-! 

ue “ 2 ex | 2 | 

=(r (x) ror (©) a jets UT ie (Vtp+t1)rv— pz) 











ce qui donnera immédiatement les équations correspondantes à (1), (2) du $ 4 


ag è CI È ; 
auxquelles ® (x) doit satisfaire. Nous ne nous arrêtons pas à la fonction 
Roe 

® (x). 


Iriv—p dan yy (2) 


NE SA a RNS ey Sag (23) 


80 Niels Nielsen: Evaluation nouvelle des intégrales indéfinies 


I 





Posons y= —p—- >> p étant un entier non négatif, la definition de 


ur 


® (x) est en défaut. Dans ce cas on peut regarder la fonction 


lim Ir +5) ol, 


VE 
2 


qui se présente sous forme d’une série finie multipliée par e-i=. 
uv 
$ 22. Nous avons encore à montrer comment de la fonction ® (x) on 


peut tirer des fonctions analogues à celles que nous avons étudiées dans les 
$$ 16, 17. En effet, regardons les cas particuliers suivants: 
1. » = 0. On aura 


TL 
a 


4,0 ie tn ui - 
è (7) = D (= | ei cos (1a) do; (5) 


0 


pour une valeur entière de x on retombe dans l'intégrale pour J(x), donnée. 
par M. C. Neumann (*). | 
2° y— +u—p, p étant un entier non négatif. Nous verrons que la 


MY 


. fe 2 . . 
fonction w(x) correspondante s’évanouira, de sorte que ® (x) se réduira à une 
fonction cylindrique de l’argument x et du paramètre x. Cherchons le coef- 
ficient de x*“, nous aurons 


u,u—p U,—U- D 


d'A=I Be) =i Jim, (6) 


u 
ce qui donnera, en vertu de (3), le développement connu de J(x).e*'*; pour 


u = 0 il appartient à Besser (**). 
Posons encore 


UV My + UV My 
M (x) == 2 D, OX) RM (2020042): | (7) 





(*) Theorie der Bessel’schen Functionen, p. 8. 
(**) Abhandlungen der kgl. Akademie in Berlin, 1824, p. 39. 
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< = 











nous aurons 
A, u 
M (x) == 2 log (242) J (x) + | 


1 i 
Qe-ix s=x P (e male 1 (2 à æ)#+s 








1 
tor rar an ler #5] | 
—4@e+s+1-4(6+1)], ) (8) 
M(x) = — 2 log à J (x) + | 


Le Il | 

riu IG) 

I e-ix s=x (1 +s+ ;)eiar 
2 een (¥(s-+1)—¢@uts+0), 


et plus généralement 








US MO | 


Else 
mar rega DG Dir(eotits 


Kato s—-p 
ev r@u—p+s+1) Vi tr 








(8a) 
UU—P Ult 
M (x) =M (x) — 
I 
N LP ae (<1 (@—s—1Ir(y—p+s4+ 5] 
= ewe ae A SI ! ERIN AA EM 2 (2 EL) EP, | 
lt s20 rQu—-p4+s+1) 
d’où 
{t,à—p u,u—p [7 
Mo) +WN @ =2D,I@), (9) 


formule qui est entièrement analogue à (9) du $ 16; on aura de même 


My = — su, U—-p 


MD =itM a), | 


—u,—u—p 


(10) 
Uy=H—D | 
Di (Theme mx). 
§ 23. Posons maintenant u — y, r étant un entier qui satisfait à l’iné- 
5 à : art : a AE 1 
galité 2r <p, la fonction » correspondante à M (x) s’évanouira, de sorte que 
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la fonction M se réduira à une fonction cylindrique de l’argument x et du 
paramètre r. Déterminant le coefficient de x” dans la fonction en question, 
on aura 


FD ? ” 
M (x) =x J (a) + Ye) (11) 
ce qui donnera, pourvu que 27 > p: 
Ma) =xJ (a) + Y (a) + 
(12) 


\ 





1 

Rene: 24 

Le (=) eee SE à a aK ee 1 \r-s 
| UT s=0 is 81 2 


Il nous reste encore de montrer que les fonctions M, % donneront un 
système de fonctions entièrement analogues aux fonctions dites besséliennes 
de la deuxième espèce les quelles nous avons étudiées dans le $ 17. Nous 
désignons ces fonctions nouvelles par les lettres gothiques correspondantes 
aux lettres romaines appliquées pour les autres fonctions. 

Posons en premier lieu 


M(x) — r T(x) + (0) += 00) (13) 


nous avons, en vertu de (12): 


» , ‘SS , 2p —s —1\(2\p-s 
Saya het, À (pa (0 1) Sy ee 


s 


p D 
La fonction O(x) est complètement analogue à O(a) de M. C. Neumann. 
Posons ensuite 


2,0 D P » 
M (4) = 7 J'(x) +Y(2)-+-& (x), (14) 
nous aurons de même 
p LES PTS Pr 2p—s —-1\[2\P-s 
S (x), n= er. À is(p— s 1)I( ‘ )(=| (14) 
ou bien | 
; (x) — prix (©) + ie) ; (143) 


D . . . . 
où S, (x) désigne la somme des termes contenant les puissances paires de 2, 


P . . : 
tandis que ©, (x) est la somme des autres termes de la série finie qui figure 
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D ae È 

au second membre de (14,). La fonction © (x) est entièrement analogue à 
p 4 

S (x) de Souzaru. Dans les recherches de la section VII nous retrouvons de 


D Pp 
même les fonctions © (x), S (x). 
Posons enfin 


M(x) = — 2d (x) — 3 (x), (15) 


3 (x) sera une fonction entière, dont on aura immédiatement, à l’aide de 
(8), (82), la série de puissances; les coefficients de cette série sont des nom- 
bres rationnels. Différentiant maintenant par rapport à la formule (5) du 
$ 22, posant ensuite 4 = p, on aura 


TT 


p 2 i Aes 
SX) = Re | w ere sin Na dw, (15a) 
0 


intégrale qui est complètement analogue à celle de (14,) du $ 17. 
Cela posé, la formule (5) nous donne 


Ve) =2 (D, f(0)). + 8) — 2, (16) 


qui est entièrement analogue à la formule (17) donnée au § 17, de sorte 
que nous aurons en outre la formule 


Ù 


p » D 2 
T (e) — J (x) = 5 (x) — S (x). (17) 

Les formules développées dans ce paragraphe montrent, ce me semble, 
que les fonctions © (2), S (x), 3 (x) méritent d’être désignées, aussi bien que 


les fonctions 0 (x), S(x), Te), comme fonctions besseliennes de la deuxieme 
espèce. Du reste, l’analogie entre ces deux systèmes de fonctions peut être 
poussée encore plus loin, nous le verrons au $ 42. 

$ 24. Les formules (16), (17) nous donnent lieu à certaines médita- 
tions sur les fonctions qui y entrent. 


VAE 2 IRE 
En effet, supposons x réel, la partie imaginaire de © (x), c’ést-à-dire 
l'expression 





: P P — 1 Pp 
— S (1) sin & +, (0) cos = 3 ae JF A 
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doit AU af une fonction entière qui fait disparaître la partie imaginaire 
de 3 (x), car les autres fonctions figurant dans (16) sont des fonctions réelles. 


De même, la différence de S(x) et de la partie réelle de S (x), c'est -à- 
dire tn 


_P P i P 1:49 (— 1)» p p. 
©, (x) cos x + S, (x) sin à — S(x) = 3 (x) + ns oS (ae TAGS 


doit être aussi une fonction entière. 
Il nous reste à démontrer que ces deux fonctions entières nena étre 
représentées très élégamment à l’aide de deux intégrales définies. En effet, 


- , P e “n 
dans l’intégrale obtenue pour 3 (— x) mettons 7 —@ au lieu de w, nous 
aurons 


IU 


Dp D 9 i ) . 
(— 1)? 3(— x) = Ile) — a | eticeso sin Dw dw} 
0 
posons ensuite 


TL 


D Livy git hee 
A(x) = — | er sin nw dw, (18) 


qp-1 
0 
nous aurons 


D P p s p p 
A (x) = ©, (x) sin x — €, (x) cos x = È i (© (x) — {— IP S(— 2) - (89 
On aura de même 


-_ 


3 (x) + (— 1}? 3 x) = — 2 | 6 COS (« sin © — er) np ja o , 


Iv 


0 


2 Ta) =è [(£- 0)cos(zsino —2*)sinp(5 — odo, 


de sorte que la fonction 





IT 


M(a)=—2 | ÊTÉ rsino— LE) sinp(£ —o)do (19) 


a 
0 
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— 








peut spa représentée sous cette forme 


CM) ce S, (x) eos x +6, (a) sug gel ay “Er 
2 SRI 3 (19.4) 
i! D SI TER etes es 
Les fonctions A (x) et M (x) 4 S(«) sont semblables aux fonctions 
(x); elle sont aussi des généralisations des fonctions circulaires cosa et 
sin x, car nous aurons la formule remarquable 


(4) + (eo + 8@)=(S @)} +(e), co 


analogue à celle que M. Louner (*) a démontrée pour la somme 


pts p= 5 
FAN AE: 


Pourvu que le paramétre p ne soit pas égal à un entier, on aura la 
formule 


Pp 
2 


ee), Be (21) 


- 


iv 





sinur 


entièrement COQUE à celles exprimant les fonctions Q (x et Y (x) à | l'aide 


de Ya) et de J (@) respectivement; voir (135) du $ 17 et (9) du $ 1. 
Regardons maintenant les seize fonctions données sous cette forme com- 
mune 


en 
2 


i ho) do, (2) 
0 

où e est égal à 1 ou à 2, et où f, g, k peuvent être remplacés, d’une ma- 

nière quelconque, par cosinus ou par sinus. À l’aide des formules (133) du 

§ 17 et (21) de ce paragraphe on démontrera sans peine que chacune des 

intégrales («) peut être écrite comme une fonction linéaire des deux fonctions 


(*) Mathematische Annalen, t. 2, p. 631 (1870), t. 4, p. 109 (1871). 
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A a a 
D(x), W(x). Supposant y égal au nombre entier n, on obtient les intégrales 
en question exprimées d’une manière analogue à l’aide des quatre fonctions 


J'(x), Q(x), A(x), M (x). 
$ 25. Les séries infinies et les intégrales indéfinies obtenues à l’aide de 


é È li ka E ps 
la fonction ®(w) sont entièrement analogues à celles que nous avons étudiées 
aux §§ 18, 19, 20. On les discutera de la méme maniére et on obtiendra par 
là une suite des formules complètement analogues aux précédentes. Nous nous 


« 


bornerons à dire ici un mot sur la formule 





a (eas) Dees NN \ 
i IU+tv+s+1) DARE 
- 7 lm 12 LV u—1 1—1,v u Be 
di aa N ( + = (27 x)’ 
Posons v=— u, nous aurons, en appliquant (7) du § 22 et la formule 


fondamentale de M. Lommer, ce développement nouveau 


ee ee Re A 


oe ! 
r (n+) pe Si 


us 
:J(x), (23) 


formule qui nous donnera immédiatement les fonctions cos x, sinx dévelop- 
pées en séries de fonctions cylindriques. 


§ 26. Il nous reste encore d'indiquer comment la fonction d (x) nous 
fournira un simple moyen pour l'étude de la fonction 


K(=— [e-"an, 


0 


intimement liée à la fonction célèbre introduite dans l’Analyse par Krane (*); 
c'est pourquoi nous désignons plus bas notre fonction K comme la transcen- 
dante de Krane. 


Posons en effet dans la formule (5) du § 22 a nous aurons, apres 


(*) Analyse des refractions astronomiques el terrestres, 1798. 
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87 
une transformation simple de l'intégrale définie ainsi obtenue 
1 
= 2 MOST 
Vio@)—\/= -—. Kia, (24) 


de sorte que la formule (23) du § 25 nous donnera immédiatement ce dé- 
veloppement nouveau 


1 
kee et 


K(V2ix) =e. À iI (0). 


(29) 
"ar : fe | 
De la définition même de ®(x), on tire en outre 
Br Lit 7 
$ +7 = N 4 N N = 2 xicosw i To: 
a D (x) +2 (€03 Pra int RG cosuo.c086 — dw; 
0 
cela posé, la formule 


NE 9 eix i, 
ETHOS” COS dw — es K\2ixsin hag + 4 
2 V2ix k 2 ; 


A étant une constante arbitraire, nous donnera, aprés une intégration par 
parties. 
TT 
2 | — , 0 
= [x (EF sin 2) cos u 0 do = 
0 


—. ns di 1 fi ee 1 Pre 
Lt Cr; er: 5 su — d 
amt, 
2 fe 
formule qui nous fournira un moyen pour développer en série de Fourier 


la fonction K(\2ia sin 5) En effet, appliquant la méthode ordinaire, on 
aura 
K (‚87% sin 3)- = K((25%) + 


1 (26) 
fap CE | PE ana 
HV ae. À + (0 @)+ie @ fsinso, 


formule qui est valable dans l'intervalle — x < wo < + 7. 
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En prenant pour point de départ la formule 
1 
mal «A ee. 
2 mes 2 & _ sl f pxicosw gin eae he 
D (x) î (x) TIE Sin go . SIN > do, 
on aura de la même manière 


tre tels 
BR = s+ 
K(\= — Dix cos — ie yz. pe. à — (0 (x) — id AS. (27) 
formule qui est valable dans l'intervalle — 7 <o < + 7. 

Il est bien remarquable que les. coefficients des: deux ‘séries de Fourier 
(26), (27) se réduisent d’une manière très simple à la transcendante K même. 
En effet, remarquant que l’on aura 

i \ QUE OE 1 a | 


2 2 
D (x) = 1% (a), 


on aura généralement, à l’aide de la formule (4) du § 11, 





nbs | ——,n — ,n—1 — 9 g_ix Tank? tata = 
(| (a) =|R @) —iR (a) Pao gen (a) 08) 


Les formules (26), (27) se RADAR si LAGE nous ei: 


1 ie 
FZ au lieu de r. 


L'hypothèse o= + donnera, en vertu de (26), (27), deux developpe- 


ments nouveaux pour les fonctions K (Vi x), K (V— ia). 


. Pi - Ag 2 2 > = Ä à x 
Pant tk ed | | ; 1: be 4 
UE 


0 ali 
VI. SUR LES FONCTIONS INTRODUITES PAR | eC (2)-C, 1a) aa 


1 : | ny. o è a | . | . 
$ 27. En désignant par C (x) une fonction cylindrique quelconque de 
l’argument x et du paramètre, Ps n verra Ere “un. calcul direct que la fone- 
tion 


x y © 
= (2) oter os oldeloe db ip renna 
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satisfait à l'équation différentielle suivante: 
if RY, p. pd 
YU +(1- &)y= 


yvtptp v—u-+tp[([e\- 0 et eS} 
; — al C(x)—»(5) Ci. 
u,v uv 
Cela posé, les fonctions II (x), VD (x), étudiées dans les deux sections pré- 
cédentes, nous conduiront immédiatement à poser dans ce cas 





L,7,0 2 T (y) cos — (v— p+) >)" C (2). 
Di: re) (EE ARTE ANR a di) 
2 2 i 2 2 


1,7,0 


it, uN e z 
ce qui donnera pour notre fonction correspondante B (x) cette première équa- 
tion fondamentale 





LV, 1,9 41,041 
(0) — B(x) = 
LG) cos Fw —v + a(S] Ce) @ 
Oo fytete (vere pt (Sia 
a el 


formule qui nous fournira un moyen pour développer en série infinie la fonc- 

: 47,0 à 4,7.0 À 3 

tion II (x) qui est la plus simple des B (x). A cet égard il faut trouver en 
mai. a eV D pie DER TE 

premier lieu la limite B (x), n étant un positif entier infiniment grand. Or, 

appliquant la formule 


NE N TELE 
ASSI nat) 


et l’expression asymptotique pour les valeurs extrémement grandes de St (p): 
/ 0 x 0 o / > _p 
lim . C(x) = him. (a (e) J (x) + (p) Y@) = —T(e) b (6) (3) 


on aura immédiatement 








T a 
lim.e” (ay) ——0 (p) 20085 +9 (3) 
I X e RE i | 
SS ai rare à 
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d’où finalement 


15 
4,7,0 v= cos 9 (2 ras = P) 


= + Di 

traina, 
CL 

“a i ELP 43 pair ai 


U,7—0 R , Fi + 
où IT (x) est la fonction étudiée dans la section IV. 

En effet, les résultats que nous venons d’indiquer montreront immédia- 
tement que la série infinie qui figure au second membre de la formule (3) 
est absolument convergente pour toutes les valeurs finies des quatre varia- 
Dies x, py v, p, la valeur «=O exceptée peut-être. 





(3) 





$ 28. Après avoir déterminé la fonction IL (2), nous aurons à démon- 
trer que cette même fonction satisfait à deux autres équations fondamentales. 
Appliquant en premier lieu l'identité 
o+1 0—1 20 
C+ Ce) =~ C(x), 
on aura immédiatement 


Ye sae ae 





9 9 Few (x) = 
v + u + y— up —+o wHtbeH ue 
— ET. LT "a (#) =vpula), 
ou, ce qui vaut autant 
= = u,7+1,0—1 
Vee DE Pe 
2 | 
7 Le 9+1,0+1 17,0 
TEE. y nt (x) =vpll (2). 
POTE x È u+1,0+1 
Eliminant ensuite, à l’aide de (2), I (x), on aura 
Muy, à u,y+1,0—1 
(x) +IT (x) = | 
ro) cos ev + (5) CG) (4) 


Er ee za ( ni 
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Soustrayons maintenant les équations (2), (4), posons v—1 au lieu 
de », p +1 au lieu de p, nous aurons la formule cherchée 





yp (Sì 
ik (0 nd isa pi 2) CG (9) 
EE (HR) 


qui peut servir à réduire la partie réelle de p, de sorte que notre fonction 
est connue pour toutes les valeurs finies de p, pourvu qu'elle le soit dans le 
cas O< NR (p) << 2. 

Il peut être trouvé une formule analogue pour la réduction de 9 (>); 
pour l'obtenir il faut simplement mettre dans (4) » + I au lieu de », p+ 1 
au lieu de p et soustrayer ensuite cette nouvelle équation de (2), ce qui 
donnera la formule cherchée 

L,v,0 M,V+2,0 Uro a #7+lo+l 


I (x) — IT (x) = dere nor zu, (1) — | a (it). (6) 





De cette formule on peut en déduire un nouveau développement en série 
; i MyV.0 
infinie pour la fonction Il (x). 


§ 29. Cherchons maintenant les fonctions correspondantes f(x), g (æ). 
Appliquant à cet égard la formule 


0 De 41. 
Da C(2) =£ Ce) — CR) 
on aura immédiatement 
u—1,7,0 4—1,9,0 ONESTI u,y—1,0 v + n) en p—1 wr,o+1 
MN) 
d’où 
2y —9 wÄAg y EU tg | wet me 
RE NEN ran] ue MT qe (x) — Il (x), 
de sorte que la formule (2) du $ 27 donnera 


1,7 —1,0 u+1,7,0 UV,0 


= (fl) —g'@) |= @) U © 
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On aura de la même manière 


u—ly 1,0 u—l,v,0 M,7,0 


= (fz) +9 («))==1 (2) +I (x) To (2). (8) 


Cela posé, nous aurons, après une légère modification, les formes fon- 
damentales suivantes: 


u—1,7,2 i4”-+1,0 





I (x) it Ghee == 2D, Il ( (x) ENT (x), (9) 
u—1,v,0 u+1,7,0 9 7 14” +1,0 ; 
(x) HIT (a) =— I (x), (10) 


qui sont complètement analogues aux formules (5) du 3 15. 


uv-1t,0 ur +1,90 
Nous renoncons à l’étude des fonctions IT (a), IL: x) + II (2); au con- 


traire, pour la fonction 


d A,V,0 TT: U,V,0 +, 
) == — I ae . 
DI sin % (4 + 9) ne 
nous aurons 
u—1,7,0 4 u+1,v,0 Du UO 
D (x) + ® (x) == Se D (x) -|- 
x À x \-1 044 
2(0+20) cos (ut p)sine (e+ aro) S) Co. À (1 








+ 





y+ yy v — 
er 3 rer i} eae 1) 


$ 30. Posons v= tptp—2p, p étant un entier non négatif, la 
fonction © sévanouira, c’est-à-dire que la fonction II doit satisfaire à l’équa- 
tion différentielle des fonctions cylindriques de argument x et du paramètre y, 
ou ce qui vaut autant, nous aurons 


= p (I (2) + 4 (x) Y (a), 


p (u),q (u) étant deux fonctions convenables de u. 
Dans les cas en question on déterminera aisément la valeur de notre 
fonction II de la manière suivante: 


1° y=u+p—2p: I= —b(p)cosrpJ (x. 


an 
2° v= —p+tp—2p: T= — b(p) cosx(p — p) J (x). 
3.° y==4—p—2p. Le second membre de (3) se décompose en deux 
parties différentes dont la premiére se présente comme une série de puissan- 
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ces positives de T multiplice par (= 


p 0 
, tandis que la dernière est un pro- 
bP} 
(a) n’est possible que si la deuxième partie indiquée s’évanouirait, ce qui 
donnera, pour p= 0: 


Pi Rae \E= ESS 
u,u—20 s=00 8 73 


I (e) =T(1-+p).costp. x PCL eet 


à unas we? x \e-P 
duit d’une série de puissances négatives de ze de | | - Or, la formule 


J (x) (12) 


a : A fx \t 
En outre, cherchant dans la première partie le coefficient de (5) » on 


aura 
sin 270 


mes 





(a (e) + = 8 (6) cot x p) F(a’, (13) 


Te 


ce qui donnera ce développement 


0 pets 
HH ea 





EG Joe ANGLED Me), (14) 
4.° y=—p—p—29p. On aura de la même manière 
= (a (p) + xd (e) cot xp] cos r (u + p) J (2) (15) 


et en outre deux développements en série analogues à (12), (14). 
Posons maintenant dans (14) p—=u +, r étant un positif entier, nous 


aurons la formule remarquable 
Le fa er 
ser RE ¥(")(F) utrts 


S=MU+r+1) D pesto TA (16) 


Or, comme je l’ai fait voir dans un Mémoire précédent (*), un pourra 





u A 
dans cette formule (16) remplacer la fonction J(x) par une fonction quel- 
conque satisfaisant à la duxième équation fondamentale des fonctions cylin- 
driques, savoir: 


4 


u+1 


(a) + f (x). 


ale... 


(*) Annali di Matematica, 3° serie, t. V, p. 24. 
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Sas u 
Cela posé, mettons cosurJ{(x), au lieu de J(x), supprimons le facteur 
commun cos » x, nous aurons, en changeant le signe de y, et en appliquant 
une formule eulérienne bien connue: 


rene Yi (\re-rt92yF@, ay 


s=0 


formule qui nous sera bien utile plus bas. 
MyV50 


Regardons les dérivées de IT (x) prises par rapport ou à » ou à y, po- 
sons ensuite v= + » + p —2p, nous aurons un développement nouveau de 


« 


a 
Y (x) analogue à ceux donnés aux §§ 17, 23, et nous aurons en ee un 


système de fonction analogues a 0 (x), $ (x), T(x) où à © (2), S(x), & (a) 
étudiées dans les paragraphes susdits. Cependant, nous n’approfondirons pas ‘el 
ces questions qui présentent un grand nombre de détails comme l’indiquent 
nos recherches dans ce paragraphe. 

§ 31. Appliquons les formules générales (2) du § 10 et (5) du § 12, 
la fonction I(x) nous fournira un moyen pour l'étude des intégrales indefi- 
nies et des séries infinies correspondantes, étude qui est entièrement analogue 


à celle que nous avons accomplie dans les §§ 18, 19, 20. Nous nous borne- 
rons à donner ce développement: 


sin 7 (u — y +- e) Tr (v) 


r ( —u — | 2 È Ur | 
2 Be 


ed 
2 





+ 3} uts _o+s 


ele +e +297| | 
x, J (x) J (x) = | (18) 


D Meo at 





5,0 —1 5? 


ein ti) +) nt), 





ap 4 
2 


obtenu immédiatement à l'aide de (11) du § 29, en posant p— x au lieu de 


e; la fonction IT est celle qui correspond à la fonction cylindrique J (æ). 
Posons maintenant » = — x — p, la formule (18) nous donnera, en vertu 
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de (15) du $ 30, ce développement: 





P+P 
(a) Mery cote? m a 
Tu+1)F+1) Ao vutets | |. > 


Dans le cas p==p, » —9Q, p et q étant deux positifs entiers, on retombe 


dans les formules données pour la première fois je M. Low Ge) 
UV 4,0 
Remarquons en passant que les fonctions IT @) LIT (x) et Il (x) nous 


donnent deux développement, analogues à (19). 


% 


DEUXIEME PARTIE. 
Series neumanniennes de la premiere espèce. Applications. 


VII. DÉvELOPPEMENTS D’UNE SÉRIE DE LAURENT 
SELON LES FONCTIONS CYLINDRIQUES. 


§ 32. Dans les $$ 18, 30 nous avons donné ou indiqué cing dévelop- 
pements différents d’une puissance quelconque de x selon les fonctions cylin- 
driques. Or, appliquant la théorie fondamentale des séries à double entrée, 
on pourra obtenir, comme l’a fait voir dans un cas particulier M. Piy- 
CHERLE (**), de chacune de ces formules un développement correspondant selon 
les fonctions cylindriques d’une série de puissances positives ou même d’une 
série de Laurent. Tous ces développements sont valables dans les parties du 
plan où la série de Laurent en question est convergente. 

Nous nous bornerons ici à traiter un seul de ces développements, savoir 


A 


celui obtenu à l’aide de la formule 





A e LA 2 s)C (uv u+2s 
(5) me > A ES) Tox) (a) 


démontrée dans le $ 18. En posant successivement dans cette formule # + 1, 


(*) Studien uber die Bessel’schen Functionen, p. 50. 
(**) Memoria della Accademia delle Scienze dell'Istituto di Bologna, serie IV, t. 3, 1881. 
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"+2, u+3,... au lieu de y, on aura ce développement 


sz% De peo un 
où l’on a posé 
I Ji 
= Nu PO 
an=(p + n). 2 om 27-85 Dumas. (2) 
s= 5 


- La formule (1) est valable dans l’intérieur du cercle de convergence de 
la série de puissances donnée. Supposons que le paramètre » soit une con- 
stante qui ne doit pas étre égale à un négatif entier, nous démontrerons aisé- 
ment que ce développement ne peut être effectué que d’une seule manière. 

Posant dans (1) p — 0, on retombe dans la formule démontrée pour la : 
première fois par M. C. Neumann (*). C’est pourquoi je propose pour les 
séries générales de la forme (1) la désignation séries neumanniennes de la 
première espèce, tandis que les séries contenant les produits de deux fonc- 
tions cylindriques, découvertes aussi — pour les paramètres entiers — par 
M. Neumann (**), seront désignées comme séries neumanniennes de la deu- 
xième espèce; on les obtient aisément à l’aide de la formule (19) du $ 31. 

Parmi les géomètres qui ont étudié les séries newmanniennes de la pre- 
mière espèce, citons MM. Könıs (***) Gram (****), Sonne (*****), Prx- 
CHERLE (******) K aprryn (*******), Dans la these intéressante de M. J.-P. Gram 
on trouvera d’importantes remarques critiques sur l’application d’une telle 
série pour le calcul numérique de la fonction développée. 

Tous ces auteurs supposent. entier. M. GEGENBAUER (********) à donné 
pour la première fois, d’après ce que je sais, notre développement général (1). 





(*) Theorie der Bessel'schen Funclionen. 
(#*) Berichte uber die Verh. d. Kgl. sächs. Gesellschaft d. Wiss. zu Leipzig, 1868 
ou Math. Ann, t. 3. 
(#**) Mathematische Annalen, t. 5 (1873). 
(###*) Om Raekkeudviklinger bestemte ved Hjaelp af de mindste Kvadraters Me- 
thode, p. 44 (These de doctorat, Copenhague, 1879). 
(##***) Mathematische Annalen, t. 16 (1880). 
(#####*) Loc. cit. et Reale Istituto Lombardo Rerdiconti, serie Il, t. 15, p. 224-225 
(1882). 
Eee Annales de l'École Normale. 3° série, t. 10 (1893). 
(#*###E#%) Sitzungsberichte der Wiener Akademie, t. 74. II, p. 124-130 (1876). 
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$ 33. Posons maintenant dans notre formule (a) 4 — 1, »— 2, —3,... 
au lieu de 4, nous aurons un développement de la forme | 





n=% 9\k s==+00 ute 
di, b,ag-*= (=) Dir as J (2), (3) 
où l’on a posé 
mare aS Gall PAL (4) 
p sin ur ports SIP (s—p 1) 92s—p 
ag 


La formule (3) est valable partout où la série donnée est convergente; 
il est évident que le paramètre ne doit pas être supposé égal à un entier. 
Cela posé, nous avons démontré le théorème général suivant : 

Une série de Laurent est toujours developpable selon les fonctions cylin- 
driques, comme voici: 


STRO Sea J 
Les coefficients an peuvent être déterminés à l’aide des formules (2), (4), 
tandis que le paramètre u. désigne une constante finie qui ne doit pas être 
égale à un nombre entier. La série des fonctions cylindriques ainsi obtenue 
est convergente dans la partie du plan des x, où Vest la série de Laurent 
donnée. 
$ 34. Cherchons par exemple le développement de la fonction 


1 
Er bet <Eg|; 


nous aurons immédiatement, en vertu des formules (1), (2): 


(2 (mt) 6) 





où l’on a posé 


IA 
See 


1,0 Ln WU ee n—25+1 = 
dy 1) Ot wen nu: pret an (2) (6) 


On aura de méme 


XL 
y — X 





\m s=%0 4,8 u-+s 
(i) Yet) sHJo, (7) 
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où l’on suppose aussi |æ|<<|yl, et où l’on a posé 
n=1 


= nal : 
un FERA) PI = 2 \n—2s 
Siy= Y ir : (8) 


s=0 s! 


0,» n 
Posons u —0, 0(y) deviendra identique à la fonction 0 (y) de M. Nev- 


MANN, tandis que S (y) nous conduira à la fonction S (y) de Scutaru. M. Nev- 
MANN a démontré son théorème en prenant pour point de départ le dévelop- 
pement (6) pour # = 0, et en appliquant ensuite le théorème fondamental de 
Caucuy. C’est précisément par la même méthode que M. GEGENBAUER a donné 
sa généralisation du théorème de M. Neumann. Cependant, il n’est pas trop 


un 
clair comment M. GE@ENBAUER est arrivé à la fonction .0 (y). 
Appliquant la formule (23) du $ 25, on aura de la même manière ces 
deux développements nouveaux: 














AG SONG 

—- (SW y@+2 3 SWS), I (9) 

—ily—a) 1 =o 4,8 
se ap À + 9e) IE, (10) 
où l’on suppose encore |x|<]|y], et où l’on a posé 
x Hh ES S pra m rQp4+2n—-p) Ha m A (11) 
° (n—p)!r (u+ p+ 3) f 
Sty) = Ue. ee SO 


Dans le cas »=0 les fonctions D (y, S (x) deviendront identique à 


OS (y), S (y) introduites dans le § 23. 

Développons, à l’aide des formules (3), (4) du § 33, les fonctions regar- 
dées dans ce paragraphe pour |x|>|y|, nous trouverons des coefficients re- 
marquables. 
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o 
VIII. SÉRIE NEUMANNIENNE OBTENUE POUR, LA FONCTION J (ai). 


$ 35. Supposons que » et « désignent deux constantes finies, nous 
aurons, en vertu de (1), (2) du $ 32, ce développement 


(A) Fea = (VE +25) au I, 1) 


où l’on a posé 





dr u | sen (—1)s r (2. + ae s) a?n—2s mn 
daily À s!(n—s)!TVt+tn—s+1) 
ge hbo #) a ws — n\ (’ + doni \ 
_Tm+n+1) & | 8 i 
De la formule générale (1) on peut en déduire un nombre d’autres, dé- 
montrées habituellement à l’aide des principes les plus différents et en suivant 
des marches assez longues. 
Regardons, l’un après l’autre, les plus intéressants de ces cas spéciaux. 
$ 36. Posanta= 1, on aura 
A e (et 2 8) D (Lis) (Vo pi wees 
| J (x) ri (5) 2 r(v+s+1) È s ): J (2) ) (3) 
supposant en outre y —=2 +7, r étant un positif entier, on aura la formule 
remarquable 


9 \r u+r s=r 
(3) i Le LE 


qui nous donnera toutes les formules de ce genre démontrées par M. Lonner (*), 


(2) 





a 


(4.29(7) Badr 





. be 
Dans notre formule en question J(x) peut être remplacée par une fonction 


x 


quelconque satisfaisant à la deuxième équation fondamentale des fonctions 
cylindriques. Posant en outre dans (3) v= + = on retombe dans les dé- 


veloppements pour cos x et sin x indiqués dans le § 25. 


{*) Studien uber die Bessel’schen Functionen. 
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Enfin, différentions par rapport à v la formule (3), posons ensuite » = y, 
nous aurons 


u+2n 
Y)=—yetH)I@—YHw(l+55)7e%, © 


le 

3 (x) et (2) désignant les deux fonctions introduites dans le § 1. Suppo- 
sons maintenant p. egal au positif entier n, nous aurons pour la fonction de 
SCHLAFLI (*). 





Ue) =— $e) + CF (2), 


où C désigne la constante d’EuLer, ce développement bien connu: 


e AU am 











Le ae | (6) 
à À Gs i, fe n + a 4 (2). / 
§ 37. Supposant v= — 3 , puis appliquant la formule 
Tn—p+1) r(n-p+3)=2.r@ Peay de 
on aura 
EUR CLR Er) its DON 
ne Vr > s!(2n—2s)! (2 a) [7 
ie (p.) u,2n («) 
ir. RG) 


oul K (2) est la fonction sphérique généralisée qui peut être définie par la 
formule 


4,8 


A-2ar+s)*= Ÿ Ka, ele ed: (8) 


1 È a te EEE 
supposant » => on retombe dans la fonction sphérique ordinaire, c’est-à- 
dire 
poco 


HMS) EP) 


n | 
(*) Mathematische Annalen, t. 3, p. 144 (1871) (la fonction U(a) est designée par 
n 
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Cela posé, notre formule générale nous donnera i 
o (2 + 

(ep Ÿ (1) (e+ 28) Kl) J (x) (1) 
2 


À on 1 x } . 
On aura de la même manière, en supposant » = 9 et en posant »—-1 au lieu 


COS a À = 


inal È 


de u, cette formule analogue 
s=% u,2s+1  u+2s+1 


sna tl). YA u+2st)K WIE. (8) 


Posons dans (7), (8) pts nous retrouvons deux formules dues à 


M. Bauer (*), tandis que les formules générales sont données pour la pre- 
mière fois par M. GEGENBAUER (**). 
Il nous reste encore de poser «—=0; dans ce cas la définition (8) de 


u,s : a, 

K (a) est en défaut, tandis que la première (e) garde sa validité. Pour trou- 
ver la valeur correspondante du coefficient K, appliquons les formules de 
Jacogr (***), 


cos (x cos 9) = J (a) +2 DI (— 1) J (x) COS 2 8 9, 


s=x 2s+1 (v) 
sin (x cos +) = 2 2 (— 1)°J (x) cos (2 s + 1)¢. 


Or, les développements (7) ne se faisant que d'une seule manière, on aura: 
um (r (x) (u + n) K (cos 2)) =2c08n9, n>O0, (9) 


formule qui nous sera bien utile plus bas. 
§ 38. La formule 


1 
uan ia 7 CS ET II (es T1 TR 
Ja (1) K (cos 9) pes ee = 2 i 2 " | È | (sin g)er- er 
r (n + =| en 


: Aap 1 
nous conduira naturellement à poser dans notre formule générale (1) »=y— wt 


(*) Journal de Crelle, t. 56, p. 106 (1859). 
(**) Sitzungsberichte der Wiener Akademie, t. 74, I}, p. 127 (1876) 
(***) Journal de Crelle, t. 15, p. 12 (1836). 
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«=sing, ce qui donne immédiatement la formule remarquable 


ns 1 
4 A g= =00 ( + 2 s) r 8. + s 
J (x sin 9) = ve @t29r(:+ 3) K (cos 9) 7 (zy. (10) 
L— — TI sa 
(sing) * ° rfete+s) 


5 i 3 ; i 
On n’a connu jusqu'ici que les cas spéciaux qui correspondent a 1 = PRE : 
u=p, p étant un entier non négatif. En vérité, M. Bauer (*) a développé 
notre formule pour u=p + + ; M. Hosson (**) l’a retrouvée pour p — 0 sans 


connaître évidemment le développement de M. Bauer. 

Posant u =0, on retombe dans la première des formules (y). M. Hos- 
son (***) donne encore la formule (10) pour u — 1, sans remarquer que le 
développement ainsi obtenu peut être déduit immédiatement de la dernière 


des formules (y) en y posant = — 9 au lieu de 9. Curieusement MM. Gray 


et Marraews (****) donnent précisément la formule en question comme un 
excercice pour le lecteur sans remarquer, aux aussi, qu’elle appartient à J'acogr. 
§ 39. Prenant pour point de départ les formules (7), (8), (10) on 
pourra en déduire une foule d’autres: soit des développements de certaines 
fonctions en série selon les fonctions cylindriques ou sphériques, soit des in- 
tégrales définies contenant l’une ou l’autre de ces deux classes de fonctions. 
Nous nous bornerons ici à donner une seule formule de ce genre. 
Posons dans (7), (8) «= cos #, nous aurons, en vertu d’une formule bien 
connue 


Fay= (Ef 7 È (- l'A Dh Lee) JE) [iG pom ned, 


or, les coefficients qui figurent dans ce développement NE être identiques 


x 


à ceux obtenus de la formule (3) du $ 36, ce qui donnera 


An+2s Di Be 
1 [HG ycosm gag —("* eta ') 


(*) Sitzungsberichte der Kgl. bayerischen Akademie, 1875, p. 265. 

(**) Proceedings of the London Mathematical Society, t. 25, p. 68 (1894). 
(***) Loe. cht, 

(****) Treatise on Bessel Functions, p. 270. 
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et par conséquent on aura ce développement 


en 


fun >» rei patel e if 
K (cos ¢) = 2 2 | È nes cos (n — 2 s) 9, 


où l'accent après le signe Y désigne qu'il faut prendre la moitié du terme 
qui correspond à n—2s= 0. 


IX. DÉVELOPPEMENT D’UNE FONCTION DE LA FORME f(Y — x). 


v v1 vH 
APPLICATION A I ÉQUATION FONDAMENTALE 2 D, F’ (x) = F' (x) — F (x). 


§ 40. Les série newmanniennes particulières que nous venons de don- 
ner dans les deux sections précédentes ont introduit un nombre de fonctions 
nouvelles, plus ou moins intéressantes. Pour étudier, d’une manière profonde 
et uniforme, la nature de toutes ces fonctions différentes il faut donner cer- 
taines transformations simples d’une série neumannienne de la première espèce 
déduites des formules fondamentales des fonctions cylindriques. 

En effet, appliquons l’identité 


ete fée ari @ 


sur chaque terme du second membre de la formule 
MER 


fo) = (Cf Zur 


nous aurons ~ 
2 2 \ 
OS ECO Eee CIO | 
==00 n—1 n+1 4 | (1) 
x 5 (= an een REN J (| \ 
n=1 sia ken (æ) j 
pourvu que p soit supposé différent de zéro. Posant #=0, on aura au con- 
traire 


= fe) = 2% J(2) + a F(a) + Ja + DI | (at + tt) F(x), (2) 





où nous avons écrit simplement a, au lieu de az. C’est la formule (1) qui 
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a fourni à M. Lommer un moyen pour démontrer notre formule (21) du § 18 
dans le cas particulier » = 0, 


En outre, la formule 
u+n—1 u--n-+1 


+n 
2 De J(x) = J (x) —J (x) 
nous donnera de même 
u+n—1 u4n+1 at Ja); 


2 f' @=(i) DE ba I-II 


4 u+n 
éliminant ensuite, à l’aide de (a), la fonction J(x), on aura finalement : 


[Q\ n=O | n+l PP oe) oe 
ene ne n+1 __ n—1 
off Elmar IO 


0 
formule qui est valable aussi pour u = 0, pourvu que le coefficient de J (x) 
: 1 
soit a,, et celui de J(x) soit a,—a. 

§ 41. Pour avoir une premiére application des formules démontrées au 
paragraphe précédent, supposons que f(y — x) soit une fonction développable 
en serie de TayLor, nous aurons un développement de la forme 

etn 


fy —2)=(2) (a 7 +). 0) 


x 


Différentions ensuite par rapport ou à æ ou à y la formule (8), nous 
aurons, en vertu de (3) 


Zu tn—1 ee n +1 u,n+1 
u+n—1 > (y rl n > 0, 


un 1 ul 
Dya(y)=— 77:00) 
Inversement, on verra que les formules (4) sont suffisantes aussi pour 


établir la formule (8). 
ae maintenant que nous ayons en outre ces deux développements 


too = (2) Te +0) ea 7G, (7) 


2 Dy a(y) nn 
(4) 





YEN 
Uy u BETT urn 
— 14-9-(2)a@ a +2 3 4976), © 
nous aurons immédiatement, en vertu de (8), cette formule fondamentale 


2 y Aly) =(u+n) By) +20), n>0. (5) 
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Transformant. ensuite (y) à l’aide de (1), on aura cette autre formule 
fondamentale 


uyn—1 


B (y) LB WAL), n> 0, 
Bi hr (6) 
B (y) = 2 À (y). 


Cela posé, nous pourrons, à l’aide des formules (5), (6), éliminer ou 


! un t un J ( 
les fonctions A (y) ou les fontions B (y), ce qui donnera respectivement 








uyn—1 untl lm un 
By) +B = BW) + + aly) (7) 
ou 
ra Che Fa } % ir Ly a) | 
y y)— a (y) yA (y) —a ly 
= u+n +1 iP wutn—1.?’ al | (8) 


14,0 4,0 
y A(G)= a (y) 
Remarquons encore que A(y) doit satisfaire aux formules (4), nous au- 


un 


rons, en vertu de (5), cette autre formule fondamentale pour B (y) 





Qutn ani 
2 Dy Bly) == Bry) — 2 B (y) (9) 
De ces formules (4) — (9) on peut en déduire les formules particuliéres 


un un un un x ’ i 
auxquelles 0 (y), s (y) et O(y), S(y) doivent satisfaire, en posant respecti- 
vement | 








an AMORI 
HE 
un Kr Va RG + n)T (u +2n) £ 
a (y) = Mic 2.n! ey 
P(e + n+ 1) x 


: yn yn 
Il nous reste encore de montrer que les fonctions A (y), B (y) sont, toutes 
les deux, des intégrales particulières de deux équations linéaires, non homo- 


in 


gènes et du deuxième ordre, pourvu que aly) soit une fonction donnée. Pour 


obtenir l’&quation différentielle à laquelle B(y) doit satisfaire, il faut éliminer 
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u,n—1 untl 
des équations (6), (7) B (y) et puis B (y); différentiant de nouveau les for- 
mules ainsi He on aura l’équation cherchée : 


" aS x (1- _n@r+n) an (Qu +n) un E 
FA dh 22 TEEN en: a ) 


(24 + n — 1); uyn—1 (10) 


Dane y a(y) +e +n—l)y a (y). 


Cela posé, appliquons la formule (5), nous aurons pour Ay) l'équation 


suivante : 


>" te + (1 





rs prit 
y? 

: (ie) Queene) ee (11) 
=, (Pa aly) — Dy aly) +09) + ner (y). 





§ 42. Supposons maintenant u = 0, et écrivons simplement a (x), A (x), 


n 
B(x) au lieu de a, A”, B®" respectivement, nous verrons que ces fonc- 
tions satisfont, toutes les trois, à l’équation fonctionnelle 


n n—1 n+1 
2 Dz F (a) = F (#) — F (a), (e) 
tandis que B (x) satisfait aussi à l'équation fonctionnelle _ 
n—1 n+1 Qn n A 
B(2)+ B(x) =— B(x) + — a (x), (2) 
cas particulier de la formule (2) du § 4. Toutes ces formules obtenues dans 
le cas u= 0 sont valables aussi pour les valeurs négatives de l’indice n, 
pourvu que l’on définisse les fonctions correspondantes à l’aide des formules: 
A(x) =(— I" A(z), ale) = (ra), B(x) =(—1)""* B@). 6) 
Or, nous avons, en vertu de la formule (8) du $ 41, ces expressions 
pour a (x): 
0 
a (x) = f(x) (12) 
et généralement, en appliquant (2) du si 32: 


a) In. y a ts a f (a), (12,) 


s 
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f(x) désignant la dérivée d'ordre n, de sorte que nous venons de démontrer 
la proposition suivante : 

Une solution de l’équation fonctionnelle (e) où n désigne un nombre en- 
tier, peut être donnée à l’aide des formules (7), (12), (12a), f(x) étant une 
fonction arbitraire. 

Mais, comment venir de ce cas particulier à l’équation générale de la 
forme (2), n désignant une quantité quelconque ? En effet, dans ce cas gé- 


néral, il s’agit de déterminer précisément la fonction F (x), supposée plus 
haut donnée arbitrairement pour n = 0. 

Remarquons en outre que les formules (4) du $ 41 nous fourniront le 
moyen de résoudre l’équation fonctionnelle (£), pourvu que » soit un entier 


n 
et les fonctions a (x) soient des fonctions données. 


Il nous reste encore de dire quelques mots sur les fonctions A(x), B (x), 
connues jusqu’ici. 
M. Neumann (*) a donné les formules qui correspondent à (4), (11) 


pour O (x). Plus tard, Scatäruı (**) a développé toutes les formules données 
plus haut pour les fonctions 0 (x), S (x); en même temps, à peu près, M. Gu- 


n 
GENBAUER (***) a retrouvé la formule (8) pour O (x) sans connaître évidem- 
ment la démonstration de ScarArLi. M. Lommet (****) a démontré de nouveau 


les formules (4), (8) pour O(a), en partant de certaines fonctions plus géné- 
rales. Citons en outre M. CreLIER (*****) qui a retrouvé, par une méthode 


élégante et fort ingénieuse, les formules susdites pour les fonctions 0 (x) 


et Sa). 
Cependant, toutes les méthodes indiquées sont d’un caractère beaucoup 
trop spécial pour que ces géomètres aient pu approfondir cette question. 
$ 43. Donnerons maintenant une application importante du dévelop- 


pement regardé dans le $ 41. En effet, supposons que F (2) soit une fonc- 


(*) Theorie der Bessel’schen Functionen. 
(**) Matematische Annalen, t. 3, p. 137, 139 (1871). 
(###) Sitsungsberichte der Wiener Akademie, t. 65, II, p. 35 (1872). 
(*#**) Mathematische Annalen, t. 9, p. 444 (1876). 
(##***) Comples rendus, t. 125, p. 860-863 (1897). 
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tion satisfaisant à l'équation fonctionnelle suivante 
| va v—1 v+1 
2 Ds F@=F@-F@, (2) 
et que F(y—x) soit développable en série de TayLor. Cela posé, cherchons 


x 
la série neumannienne correspondante à F (y — x), pw étant supposé égal 
à zero. 

Dans ce cas nous aurons, en vertu des formules (4) du $ 41: 


a(y) = Fly) 
2a(y)=—2D,FM)=F)—F), 


ce qui donnera généralement par la conclusion habituelle de n à n +1: 
n v+n vn 
2a(y)=F(y)— Fy), 
de sorte que nous aurons, après avoir changé le signe de x, cette formule 
pour l’addition des arguments: 
v s=+x . 7+s —s | 
Fy+a— Y FI), (13) 
appliquable pour toutes les valeurs de x et de y pour lesquelles F(y + x) 
peut être développée en série de TayLor; cette formule appartient dans toute 
sa généralité à M. Soniye (*). 
Inversement, nous avons, dans le $ 41, démontré que la formule («) est 
une conséquence immédiate de (13), de sorte que nous avons la proposition 
suivante: 


Pour qu'une fonction F(a) ait une formule d’addition de la forme (13), 


il faut, et il suffit: 1.° que F (2) satisfait à l'équation (a) 2.° que F(y— x) 
est développable en série de Tayror. 

Il est évident que la formule (13) est valable pour un grand nombre des 
fonctions que nous venons d’étudier dans ce Mémoire. Regardons les exem- 
ples suivants: ; 

1.° Les fonctions cylindriques; dans ce cas il faut généralement que 


|el<|yl. 





(*) Mathemalische Annalen, t. 16, p. 23 (1880), 
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0 
La formule correspondante pour J («+ y) appartient à M. Neumann (*), 
tandis que M. Lomner (**) a développé, selon la formule (13), la fonction 


n 
J(c + y), n étant un positif entier; dans ce cas, la condition |y|> || peut 
être supprimée. La formule de M. Lommez a été demontrée d'une manière 
très élégante par MM. Gray et MartHEWS (***). Enfin, ScarArLi (****) a donné 


Lt 
notre formule pour (x + y), » étant une quantité quelconque. 


2.° Les fonctions A (x), B (x) étudiées dans les §§ 41, 42. 

Soacaru (*****) a donné pour la première fois les développements des 
fonctions O(x + y) et S (a + y); dans ce cas il faut que |x|<|y|; même 
conditions pour le développement de D (x + y) et de S (ab y). 

w L N n n n n 
3.° Les fonctions Y (x), D (x), Q(x), A(x), M(x), T(&), T(x), pour 
lesquelles la formule est valable pour toutes les valeurs finies de x. et de y. 

Partant des expressions intégrales obtenues pour les fonctions cy- 
lindriques J (@) et Y (x), pour les fonctions 0 (x) el S (x), et pour T (2), 
M. J.-H. Grar (******) a démontré les formules correspondantes à (13). 

Supposons maintenant que la fonction F (2) soit holomorphe aux environs 


de «== 0, nous pouvons dans la formule (13) poser y = 0, ce qui donne la 
serie neumannienne : 


F@)=—FOJa)+ À (FO+-U F ©) (a) (14 


formule qui donnera immédiatement les développements des fonctions énumé- 
rées dans l’exemple 3.° Les coefficients correspondants peuvent être tirés fa- 
cilement des expressions intégrales que nous avons appliquées pour ces 
fonctions. 


Le développement de T'(x) est bien connu. 





(*) Theorie der Bessel'schen Functionen, p. 40. 
(**) Studien über die Bessel’schen Functionen, p. 27. 
(***) Treatise on Bessel Functions, p. 24. 
(Peek) Mathematische Annalen, t. 3, p. 137. 
(#****) Loc. cit. p. 141. 
(#*####) Mathematische Annalen, t. 43, p. 136-144 (1893). 
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uw 
Regardons le développement correspondant de la fonction ® (x), savoir: 





0 
n u 0 ay LT ESR] Ss oS 
Way = EIN La Yel, (15) 
ce qui donnera pour la transcendante de Kramp ce développement 
€ Dix I 0 " s=20 ;—s s 
SIL ee (16) 
V2 va s=1 pie ily 
4 


X. DÉvELOPPEMENT D'UNE FONCTION DE LA FORME f (x y 1). 
Fonctions SPHÉRIQUES. GENERALISATIONS. 


§ 44. Supposant donnée la série de puissances 
f(a) = +ax +,’ + a+... 
on peut écrire la série neumannienne correspondante sous cette forme 
AH Fig AR Bl me pe 
fey) (2) Tw. Peet ys J (1) 


où l’on a posé 


< 


; un al — 1j T (. - m — AR 
ry) AG) — ya, ae @ 


de sorte que A (y) deviendra identique à la fonction sphérique générale, si 
l'on pose 


FPT 

Or, tous les polynômes 40) satisfont à une même formule fondamen- 
tale que l’on peut démontrer de la manière suivante: Différentiant par rap- 
port à y la formule (1), et appliquant la transformation (1) du $ 40, on aura 

EN 2 \r N we 

2if @y)=T@l|,) | Dy A‘ J (+ i D, AI + 
en u,s=1 u,s+1 uH+-s \ (a) 

ue È di (2, À (y) — D, A nn) JG]. 


et des séries infinies contenant une fonction cylindrique. 111 








TORE = 


‘ Différentiant ensuite par rapport à x la même formule (1), appliquant la for- 
mule (3) du $ 40, on aura, en vertu de (a), la formule cherchée: 


n+l un—1 u,n+1 u,n—1 \ 

y D, A (y) —yDyA (4) =@+1)4A GY) +@ut+n—1) Ay), n>0, | 
ul u,0 \ 

y Dy A(y)= À (y). 
On verra aisément que les formules (3) sont suffisantes aussi pour établir 


la formule (1), pourvu que la série newmannienne ainsi obtenue soit con- 
vergente. 


$ 45. Il est évident que l’on peut déduire de notre polynôme général 


(3) 


ad : 4 È > FR: BER: 
À (y) plusieurs des fonctions introduites antérieurement dans ce Mémoire. 
Exemples: 


un un 
1° A(y)= Ky). 
via A(y) = = cos n 9, regardé comme fonction de y = cos 9. 


wan] F ; 
Duty. (Y) = 27, 08 2n9, regardé comme fonction de y= sin c. 


Mn L 
4° A (y) = Sum (=). 
un 2 (u + n) | 1 | 
Oy) a 
(y) 5 3 
Pour étudier particulièrement les fonctions sphériques, faisons dans la 


formule (1) f(z) =e”, puis une différentiation de la formule ainsi obtenue 
donnera immédiatement plusieurs des formules fondamentales des fonctions 
sphériques. Or, au lieu de développer ces formules bien connues nous préférons 


(AD 


dire un mot sur nos polynômes À (y), regardés comme fonctions de dévelop- 
pement. En effet, différentions n fois par rapport à x la formule (1), puis 

posons « = 0, nous aurons le développement suivant d’un puissance positive 
entière de y: 


<= 





n Pip aes 27 En —23 u,n—2s 
2 An Y Si ein LOS (y). (4) 


Il est bien remarquable que les formules (3) entraînent nécessairement 
ce développement. 
A l’aide de la formule (4) on peut développer formellement une série 


: un i 
de puissances selon les polynòmes A (y). En effet, portant l'expression (4) au 
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lieu de chaque puissance de la série en question, on aura — le développement 
ainsi trouvé supposé possible — 





DR S—00 4,8 | 
À ba = Ÿ c A (x) (5) 
où l’on a posé 
= 1 + s Oster 
Cs = i. rosa 
: Di 2 ri Du res De Ger (6) 


La formule (h) nous donnera les développements connus selon les fonc- 
| : 6 ; ER: 
tions sphériques, si l'on fait dans (6) a, égal à is 

Cependant, la détermination des domaines où ce développement (5) est 
convergent, semble offrir des difficultés considérables,' ce qui est une consé- 
quence naturelle du fait que le paramètre y et les coefficients a, peuvent 
être choisis d’une manière complètement arbitraire. Par exemple, les déve- 


loppements selon les polynômes on (=) et Sam (=) sont convergents à l’in- 


e 4 


térieur du cercle de convergence de la série de puissances même. Cela se 
démontrera aisément à l’aide des formules (5) et (7) du $ 34. En outre, il 
est bien connu que les courbes de convergence des développements selon les 
fonctions sphériques seront des ellipses ayant leurs foyers aux points (+ 1, 0). 


at 
{ 


XI. Dévecoppement DE (R° — 2 Rrcoso + r°) ©. CH(UR?— 2 Rr cos o + 7%), 
9 DÉSIGNANT UN ANGLE REEL. 





§ 46. Nous terminerons nos recherches en donnant, d’après les prin- . 
cipes généraux que nous venons d'expliquer, le développement connu de la 
fonction 

fag 


(hk? — 2 Rr cos 9 +7") PR Cr (\/ Rk? — 2 Rr cos 9 + 7%), 





C (x) désignant une fonction eylindrique quelconque de l’argument x et du 
paramètre u, tandis que 9 est un angle réel. Cela posé, notre fonction est 
développable en série de puissances ascendantes de r, pourvu que | &R|>|r]. 
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Dans le cas particulier où la fonction cylindrique est celle de la première 
espèce cette condition peut être supprimée. 
Posons maintenant pour abréger 


o(r) = R?—2Rreoosg+r*, d'où wo(0)— RFR’, | 


mais écrivons simplement © là où cette abréviation est sans ambiguïté, nous 
aurons un développement de la forme 


JE | 
Co) br Bett brie an de) 
où nous avons posé 
u — = 
by = Re» C(R), tba =D" (è 2 (n (fa) ì 
Appliquons ensuite la formule bien connue 
urn 


dal bi = 
D (0 "cr (0) = (— 3) o? cul), 
et la formule habituelle pour la détermination des dérivées d’ordre supérieur 
d’une fonction de fonctions (*), nous aurons 
u+s 
s=n (1 \sw C(R) 
this ZA 
nibn= 2 (a) st Ress” 


s=1 





ni 
us = Di |(« (o) 0) |. nr le ( Fr | 


p=0 
ce qui donne immédiatement 
: utn—-s 


eB RIE eat (RI cds byte ER) 
n= Z| 2 25.s!(n—2s)! Rr+n-s 


> 





§ 47. Cherchons ensuite le développement en série newmannienne de 
notre série de puissances («). La formule (2) du § 32 montrera immédiatement 


u+n À At 
que le coefficient a, de J (x) se présente sous forme d’un polynôme entier 
du degré n par rapport à cos 9. Le coefficient de (cos p)*-?? deviendra 
u+n—2p+s 


ee AC )Tarn nr) o 


(*) Voir par exemple ScaLômiLcH: Compendium der höheren Analysis, t. II, p. 5. 
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or, d’après la formule (17) du $ 30, cette expression est précisément égale à 


(— 1)? (2 + n) On—?p T (». en pes p) tn 
p!(n — 2p)! Re CR). 





Ces réductions faites, nous aurons 





C(R) Sy (— PL (2 


m ig m\n- ghi 
ee à 4; (2 cas 9) 


ou, ce qui vaut autant 


dy =T (u) (1 + n) - di La 


ce qui donnera finalement le développement cherché: 


tw he 


o *. OF (fo) ae 2 (u +s) J) CK (cos +). (1) 





§ 48. Il faut dire un mot sur notre formule générale (1) dans le cas 
particulier » = 0. Appliquant la formule (9) du § 37, nous aurons immédia- 
tement 


C°(JR°—2Rrcosp+r° — C(R) T(t) +2 ZI) C(R) COS S$ 9, (2) 


formule qui est due & M. Neumann (*), pourvu que la fonction cylindrique en 
question soit celle de la première espèce. Plus tard, feu M. Brurram (**) a 
donné une nouvelle démonstration extrémement élégante de cette méme for- 
mule. La formule générale (1) est due à M. GecENBAUER (***) qui l’a de- 
montrée et pour J* et pour Y*; sa démonstration est assez compliquée. C’est 
la même chose pour la démonstration donnée plus tard par M. Some (****) 
pour le développement de J#(‘w). Enfin M. J.-H. Grar (*****) a donné une 
nouvelle démonstration pour la formule (1), en transformant les expressions 


intégrales obtenues pour /#(Vw) et pour Y* (\'a). 





(*) Theorie der: Bessel’schen Functionen, p. 69. 
(**) Atti della reale Accademia delle scienze di Torino, t. 16, p. 202 (1881). 
(**#) Sitzungsberichte der Wiener Akademie, t. 70, II, p. 6-16 (1874). 
(*#**) Mathematische Annalen, t. 16, p. 23. 
(###**) Mathematische Annalen, +. 43, p. 142 (1893). 
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Posons dans (1) © — 7, nous aurons, en vertu de la formule 


T(2u +n) 
n!T (2 p) 


b 


K-)=(°)- 1 


cette nouvelle formule d’addition 
C#(B+r) _ 27 
BH pur (e ne 5) 


core 





(3) 





; 5 (— 1): (pv ei r(2u-+s) ray CP), [r|<| Rl, 


s=0 


qui appartient aussi à M. GEGENBAUER. 
ar 


Faisons ensuite dans (3) C#= UND R =r =%, nous aurons le déve- 
loppement élégant: 


sin 2x=r. 2 (— 1} (2s +1) 7%) 


(4) 


qui est dû à feu M. Louez (*). Faisons au contraire dans (3) u = — L' nous 


9) 
n’aurons qu'une identité, à cause du facteur Dr + 5) figurant au dénomi- 


nateur du second membre. 


Copenhague, le 23 mai 1900. 


(*) Mathematische Annalen, t. 2, p. 633 (1870). 
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Sulla deformazione delle congruenze e 
sopra alcune classi di superficie ap- 
plicabili 0, 


+ (Di Luiet Branca, a Pisa.) 





PREFAZIONE. 


lig tre successive Memorie pubblicate in questi Annali (Serie 3.*, Tomi III, 
IV e V) ho esposto alcune ricerche sui teoremi di Guicuarp relativi alla de- 
formazione delle quadriche di rotazione, collegandoli alla teoria della defor- 
mazione, nel senso di BeLtrAMI, delle congruenze normali di rette. In questo 
modo di deformazione i raggi della congruenza C si pensano emanare dai 
punti di una superficie S di partenza, la quale nelle sue flessioni trasporta 
seco i raggi di C, invariabilmente legati alla S. Ma vi ha un secondo modo 
di deformare le congruenze, considerato da Risaucour (**), e che può in certa 
guisa riguardarsi come il duale di quello di BeLtRAWI. In questo nuovo modo 
di deformazione i raggi della congruenza C si pensano invece come indivi- 
dualmente giacenti nei piani tangenti di una superficie &, la quale flettendosi 
trasporta seco ogni suo piano tangente ed il raggio » di C ivi invariabil- 
mente fissato. Anche in questo nuovo modo di deformazione vale come nel 
modo di BeLtRAMI, il teorema fondamentale seguente (Risaucour) : 

Se la congruenza C!, in una sua particolare configurazione, ammette una 
superficie ortogonale S (e quindi infinite parallele) il luogo dei medesimi 


(*) In una Nota col medesimo titolo (Rendiconti dei Lincei, settembre 1900) ho già 
enunciato i principali teoremi che vengono dimostrati nel presente lavoro, 

(**) Mémoire sur la theorie generale des surfaces courbes. Journal de Mathém, 
(4ème série), Tom. VII, 1891, V. Chap. VII, 
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punti ove i raggi r di C segano normalmente S, rimarrà sempre, in tutte 
le flessioni di C, una superficie S ortogonale ai raggi stessi. 

Ciò premesso, proponiamoci anche qui, come già per la deformazione 
nel senso di BeLtRAMI, il problema fondamentale seguente, che diciamo il 
problema [B]: 

[B] Come deve scegliersi la superficie 2 e la congruenza normale C, à 
cui raggi giacciono individualmente nei piani tangenti di >, affinchè una su- 
perficie S normale ai raggi di C rimanga, in tutte le flessioni di 2, una 
superficie d’area minima? ovvero una superficie a curvatura costante ? 

È facile intanto riconoscere a priori che si debbono ritrovare fra le so- 
luzioni del problema enunciato tutte quelle congruenze C che già si presen- 
tavano nella Mem.* 1.8 (*) come soluzioni au 0? problema nella defor- 
mazione al modo di BELTRAMI. 

In queste ultime soluzioni infatti i raggi di C uscivano dai punti di una 
superficie & applicabile sopra una superficie di rotazione ed ‘erano normali 
alle deformate dei paralleli, ed inclinati sulle deformate dei meridiani di un 
angolo costante lungo ogni singolo parallelo. Di qui, e dalle proprieta delle 
superficie complementari, discende che se della superficie >’ prendiamo la 
complementare >, rispetto alle geodetiche trasformate dei meridiani, i raggi 
di C verranno a giacere nei piani tangenti di XY e saranno invariabilmente 
legati, nel modo di Risaucour, alle flessioni di quest’ultima superficie. |. 

Oltre a queste soluzioni dell’attuale problema, se ne hanno altre di quasi 
immediata evidenza. In primo luogo quelle che si ottengono supponendo che 
i raggi di C escano in ogni piano tangente di © dal punto di contatto; nel 
qual caso, pel teorema di Wernearren, le superficie X saranno tutte e sole 
le evolute delle superficie d’area minima e delle superficie a curvatura co- 
stante. In secondo luogo, se alla congruenza C formata dalle normali di una 
superficie S a curvatura costante associamo la superficie £ complementare 
della S rispetto ad un sistema di geodetiche uscenti da un punto, si avrà 
ancora, come subito si vede, una soluzione del problema  [B]. 

Da trattazione RUES completa della questione proposta ci dimostrerà 
che esistono, all’infuori di tutte quelle sopra osservate, altre interessanti so- 
luzioni del problema [B], che conducono da una parte ad una classe di su- 
perficie applicabili, già completamente determinate da Wetnearten, collegan- 
dole cosi colle superficie d’area minima, e d’altra parte precisamente a quella 





(*) La citazione Mem.* 1.* si riferirà alla Memoria del Tom. III, 
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estensione dei teoremi di Guicmarp che Darsoux ha conseguito, sostituendo 
alla quadrica di rotazione di Guronarp una quadrica (immaginaria) tangente 
in un solo punto al circolo immaginario all’infinito (*). I risultati dell’accen- 
nata discussione sono i seguenti: 

a) Quando la superficie S, normale ai raggi di C, debba mantenersi 
costantemente ad area minima, le superficie & che risolvono il problema [B] 
(escluse le evolute delle superficie minime) hanno necessariamente l'elemento 
lineare della forma : 


ds =—du+ [2u—2v+ae-] do, (I) 


indicando a una costante arbitraria. 

. Per a=0 questo elemento lineare appartiene alla complementare del 
paraboloide di rotazione e la congruenza C è quella associata al paraboloide 
nel teorema di Guicuarp (Mem.* 1.*). Per a==0 l’elemento lineare (I) de- 
finisce precisamente quella classe di superficie applicabili, la cui determina- 
zione completa è gia stata effettuata da Weunearten (**). Il nesso geome- 
trico che qui viene a stabilirsi fra queste superficie e quelle d’area minima 
rende meglio ragione del risultato conseguito da WEeINGARTEN. 

db) Quando la superficie S debba mantenersi a curvatura costante 


sis Li, il problema [B] (all'infuori delle soluzioni già sopra osservate nelle 


evolute e nelle complementari delle superficie a curvatura costante) possiede 
soltanto le due seguenti specie distinte di soluzioni : 
1.° Le superficie Z d’elemento lineare: 





bb ost 2 eet youl 27 2 
a's =e dw lad + ke ele, (IL) 
con t =av—(a 41), essendo k, a due costanti arbitrarie, delle quali la 
seconda diversa da zero e da — 1. | 
2.° Le superficie Z d’elemento lineare : 


ds =e-vdu + [2 (v— u)e-* — A] dv’, (III) 


dipendente unicamente dal valore = della curvatura di S. 


(#) Sur la déformation des surfaces du second degré (Comptes rendus de l'Académie, 
27 mars 1899). | 

(##) Sur la theorie des surfaces applicables sur une surface donnée (Comptes rendus 
de l'Académie de Paris, Tom. CXII, pag. 607 e 706). Of. Darpoux, Leçons, etc., Tom. IV, 
pag. 308 e seg.i 
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Fra le superficie (II) e (IIT) sono applicabili sopra superficie di rotazione 
soltanto le (II), quando sia nulla la costante k. Le congruenze C corri- 
spondenti sono allora quelle particolari, di cui sopra abbiamo parlato, che 
si presentano nei teoremi di Guicnarp (Mem.* 1.*). Gli elementi lineari (II) 
e (III) appartengono, come già abbiamo accennato, a quadriche (immaginarie) 
di Darsoux tangenti in un punto al circolo immaginario all’infinito; e pit 
precisamente il caso (II) si distingue dal caso (III) per questo che nel primo 
la detta quadrica tocca soltanto, nel secondo invece oscula il circolo imma» 
ginario. In queste formole (II) e (III) sono dunque inelusi tutti e soli quegli 
elementi lineari reali, ai quali già il DarBoux accenna nella indicata Nota, 
senza occuparsi della loro determinazione effettiva. 

Nella seconda parte della presente Memoria si tratta il problema d’in- 
versione. Supposta cioè data una superficie S ad area minima, ovvero a 
curvatura costante, si domanda di costruire le superficie 2, cogli indicati ele- 
menti lineari (I), (II), (IIL), che stiano colla S nella relazione geometrica 
studiata e si dimostra che ogni volta da una superficie data S derivano per 
tal modo œ* superficie Y. Come nei casi particolari dei teoremi di GVIcHARD 
(Mem.* 1.*), la ricerca delle superficie = derivate da una data superficie S 
dipende da un sistema illimitatamente integrabile di equazioni simultanee li- 
neari alle derivate parziali. Se si fa astrazione dal caso (III), questo sistema 
è anzi precisamente lo stesso come nel caso particolare di GUIcHARD, assu- 
mendo la notevole forma (A)(B) $ 11; il caso generale si distingue dallo 
speciale solo per questo che nel primo-é diversa da zero una delle costanti 
d'integrazione, la quale si annulla invece nel secondo. 

Nel caso poi delle superficie = d’elemento lineare (III) i risultati sono 
ancora del tutto analoghi; ma il sistema delle equazioni differenziali di tra- 
sformazione si semplicizza e diventa il sistema (D) del $ 12. 

Allora si può dare a queste equazioni simultanee un significato geome- 
trico molto notevole, in relazione coi sistemi tripli ortogonali più generali di 
superficie, nei quali una delle tre famiglie è composta di superficie a curvatura 
costante. 
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ae 
Le CONGRUENZE DEFORMABILI AL MODO DI RIBAUCOUR. 


Sia data una superficie & flessibile ed inestendibile, ed in ogni suo piano 
tangente x si tracci una retta 7, che si supporrà ivi invariabilmente fissata, 
sicchè la Z nelle sue infinite flessioni trascinerà seco i suoi piani tangenti x 
colle rispettive rette r. Supposto che nel passaggio da un piano tangente al 
successivo varii con continuità la posizione di r, la doppia infinità di raggi r 
costituirà un’ordinaria congruenza C. 

Quando la superficie & si flette, la congruenza C assumerà un'infinità di 
configurazioni diverse e noi diremo che essa si deforma al modo di Risaucour. 

Cominciamo dallo stabilire i teoremi fondamentali relativi a questo modo 
di deformazione delle congruenze, dovuti a Rigaucour stesso. A tale oggetto 
riferiamo la superficie > ad un sistema coordinato ortogonale (u, v), che fis- 
siamo nel modo seguente. In ogni piano tangente x di Y, dal punto M di 
contatto, abbassiamo la perpendicolare M P sul raggio r ivi tracciato, indi- 
cando con P il piede della detta perpendicolare sopra r. Le direzioni M P 
inviluppano sulla = un sistema oo! di linee che prendiamo per linee « = cost., 
assumendo poi a linee v= cost. le traiettorie ortogonali. Siano ora 

x 


ds —Edw+Gdv 
Dduw+2D'dudvo+D'dv 


le due forme quadratiche fondamentali della superficie 2. Ritenendo poi Je 
altre consuete notazioni (Mem.* 1.” $ 1), indichiamo con x, y, z le coordi- 
nate cartesiane ortogonali di un punto M mobile sopra = e con 


NEI DZ 
AC EE 
D ÉVRN TI 


rispettivamente i coseni di direzione della terna ortogonale formata : 1.° dalla 
tangente alla linea v= cost., 2.° dalla tangente alla linea u = cost., 3.° dalla 
normale alla superficie =. Varranno allora le formole fondamentali che qui 
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occorre trascrivere : 




















du dv 

0X 1 OVE aX. 1 1 "ONG D 
Ou VG Ov PER a Dosen VE du ES 
Ds el MO VI: D' OX MISI D" (1) 
Due Lung LO À ga 0v VE du Tua 

Xs D D' 0X3 D' IRRE 

ae Ee Eee ——— =— —_ N — — X,. | 

Ou VE NUNG Seer dv VE Va ii | 

Per definire completamente la congruenza C indichiamo ora con 

A=MP 


il valore algebrico del segmento M P. Basterà evidentemente conoscere A in 
funzione di u, v per fissare perfettamente la congruenza C. Denotino ora 
: Toy Yor o 
le coordinate di P; avremo 
C= 2 +A AY, „=y-+-ATY,, 29 = 2 + À Z: (2) 
e saranno X,, Y,, Z, i coseni di direzione del raggio » della congruenza. 
Introducendo poi le notazioni di Kummer col porre: 








7 SCOZIA OX: OX: (0X1 

Ls à isa fii Re EIERN a 

È (Fe = Ov? (Fe) 
OX dm. pts IX Otani e sh, OX: Ds ER CRUE 
da 2 Ou lars ote nr” Ma dv 


dalle (1), (2) troveremo: 























pa? ts nl pr_DD'_ 1 ave 1 AVE 
WE VG Ov É ee: VE du VG dv 
IRINA 
sori tr ah 
D ep) ne 
JEG VG Ov du (3) 
A 1 dJElz,04 
== DD'—— : (a ok 
f VEG VG dv Ara v 
Oy A 18 1 0VG 04 
1 Tina dor, du du 
gerani gi ee =) 
are M TUE ARTE 
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Calcolando di qui i valori delle tre quantità fondamentali 
E'G'—F", e@'—(f+f)F'+g9E', e9-ff' 
e ponendo per abbreviare 


MURE DA GE 1 
HT m Ou RARES 0 








D, (4) 


troveremo le formole seguenti : 3 
M? 
EE G'— F"— -7 ’ AA —ff = EG 
QU) og Be (9) 


+(£ du —$4\p 448 G 5 u 





§ 2 
LE CONGRUENZE NORMALI ED IL TEOREMA DI RIBAUCOUR. 


Suppongasi ora che, in una sua particolare configurazione, la congruenza C 
sia normale. Per ciò è necessario e sufficiente che si abbia f=f’ (*), ossia 
per le (3), e per la formula di Gauss. 

A RNA VE, 0A à 

ee ee aa te (a+): (6) 

indicando con K la curvatura assoluta della superficie 2. Come si vede, questa 
condizione è indipendente dalla particolare configurazione di C e si ha per 
ciò il teorema: Se la congruenza C è normale in una sua particolare confi- 
gurazione, tale rimarrà in qualunque sua deformazione al modo di Rızaucovr. 

Spingendo più avanti la ricerca, consideriamo ora una superficie S nor- 
male alla congruenza C e indichi » il punto ove il raggio r di O interseca 


(*) Lezioni, $ 143. 
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(normalmente) la 5. Se poniamo 


Pif 
la funzione 7" di uw, v sarà determinata dal suo differenziale totale (*) 
aT =—(3X, ce) du (x er, 


ossia per le (1), (2) dai valori delle sue derivate parziali : 


oT A OVE) OT “A ONG 
Zee TE 5 fin (7) 
Come è naturale, serivendo la condizione d’integrabilità : 
OU A 0 OT A dk 
= + (E + J=0 
si ritrova nuovamente la (6). Ma ciò che ora a noi importa di osservare è 
che nell’espressione di 4 7 entrano solo i coefficienti della prima forma fon- 
damentale di = (oltre A) e per ciò il valore stesso della funzione T° di «, v 
è affatto indipendente dalle flessioni di 3. Resta quindi completato il teorema 
precedente coll’altro: I punti u ove à raggi r della congruenza C incontrano, 
in una particolare configurazione di C una superficie normale ai raggi, tra- 
sportati invariabilmente coi raggi nelle deformazioni di C, tarte sempre 
per luogo una superficie S ortogonale ai raggi stessi. 
È questa la proposizione di Risaucour già enunciata nella prefazione. 
Al fine di preparare le formole per la trattazione del problema [B], os- 
serviamo ora che indicando con Z, n, ¢ le coordinate del punto y ove il raggio 7 
di C riesce normale alla S, si avranno le formole: 


é=2+T Xi, n =%Yo FLY, Cet Ty. 


Se indichiamo quindi con 





D, D, D", 


i coefficienti della seconda forma fondamentale di S, avremo: 





(*) Lezioni, I. ce. 
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ciò che dà per le precedenti: 
—D=TLE'+e, —D=TF'+f=TF'+f, —D'=TG +4. (8) 


Se ora con r,, r, indichiamo i raggi principali di curvatura di S, per 
la somma r,-+ 7, ed il prodotto r,r, abbiamo le formole: 


OTRS DINT) 





N tag HQE Rs 
_ DD _m 
A ne nie) 


che per le (8) sı trasformano nelle altre: 
e@ — (f+f)F'+ygE 








,+n—=2T-+ RPC Pe | 
(9) 
| G' — Aa — ff! | 
nn=1%+T- ne I + pie i | 
§ 3, 


RISOLUZIONE DEL PROBLEMA [B] PEL CASO DI UNA SUPERFICIE S D’AREA MINIMA. 


Alla trattazione del nostro problema premettiamo un’osservazione che 
permette di semplificare i calcoli. Nelle espressioni delle quantità fondamen- 
tali (5) entra come fattore comune la quantità (4) 








RENÉ A Als, “ (* 
VE du DET Ov RASE 
Questa non può annullarsi in tutte le flessioni di X salvo quando sia 
0 E ag | 
Bae re 


cioè la & una sviluppabile. E poichè allora si ha EH’ G’— F’'? =0 anche le 
superficie S normali ai raggi della congruenza sono in questo caso svilup- 


(*) Of. Mem.* 1.4, § 2, 


LA 
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pabili. Intenderemo nel seguito sempre escluso questo caso ovvio che da 
un’effettiva soluzione del problema [B] con K = 0. 

Cid premesso, veniamo ora a trattare il problema [B] nell’ipotesi che 
la superficie S, normale alla congruenza C, si conservi sempre ad area mi- 
nima. Dovremo dunque avere, per la prima delle (9): 


2T(E G'-P9)+e0'-(f+f)P'+gE'=0 


Questa, calcolata colla sostituzione degli effettivi valori (5), e liberata 
dal fattore M, si traduce nell’altra : 


en LE py) + (e494) + 

















VE Ou VG dv 10) 
La TE ( 
A ONG OA SN AVE ONE a 
Ha ne ro ri CU 


che deve, per ipotesi, verificarsi in tutte le flessioni di =. Le considerazioni 
fondamentali svolte ai $$ 2, 3 Mem." 1.” dimostrano che, essendo la (10) 
lineare omogenea in D, D', D", dovranno separatamente annullarsi i coeffi- 
cienti di D, D', D'; avremo cioè le tre equazioni di condizione : 


NE ET RENE ES 


u | u VE du 








= 24 
+\G+ 7-0. (1) 


La prima di queste ci dice che sulla & le linee v= cost. debbono essere 
geodetiche; disponendo del parametro vu, a meno di una costante additiva, 
si può dunque fare | 


Edi 
La seconda delle (11) integrata ci dà 
A =9(v) VG, 


essendo g(v) una funzione della sola v. Ma poichè escludiamo il caso A — 0 
che darebbe, pel teorema di Weingarten, come superficie = le evolute delle 
superficie d’area minima (*), disponendo convenientemente del parametro », 
potremo fare 


g(v)=1, A=\G; 


(*) La stessa cosa può naturalmente dedursi dalle equazioni superiori. 
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così la terza delle (11) diventa 





AVG 

Qu 
Ora la condizione (6) § 2, che esprime trattarsi di una congruenza 

normale, ci da 


€ IG TI 
a TA +VG+ 0. (12) 








aor G 0 VG L 
ve + (SE) — 0, (13) 
ovvero , 
0? G 
Ou? a 
da cui 
G=VutN, (13*) 


indicando V, V, due funzioni della sola v, delle quali la prima certamente 
non nulla perché altrimenti sarebbe | 


caso già sopra escluso. 
La (12) diventa cosi 


2TV+V'u+ V',+2(Vu+V,)—=0, (12%) 
eli accenti denotando derivazione rapporto a v. Ci rimane ora soltanto da 
esprimere che il valore di 7° tratto dalla (12*) soddisfa alle (7) § 2, che nel 
nostro caso diventano 


Dalla prima di queste, combinata colla (12*), segue intanto V'—0, 
cioè V=c, con c costante non nulla. Ne risulta per 7° l’espressione 
mt Vi +Vıı 
2¢ 


= — U 


e la seconda delle (14) ci dà finalmente per determinare la funzione inco- 
gnita V, l'equazione differenziale lineare a coefficienti costanti 


KE + 2 V'se.t+e=0, 
che ha per integrale generale | 
V,=ae * — o+b, 
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— == = 


indicando a, 6 due nuove costanti arbitrarie. Cangiando v in v + cost. si può 
fare senz’ altro b — 0 e l’elemento lineare della £ risulta 


dst du +(eu— Sv 4ae dv (15) 


Si vede subito che il cangiare il valore di c ha solo per effetto di mutare. 
la = in una superficie omotetica (*). Non alteriamo dunque la generalità fis- 
sando ac un valore numerico; facendo c = 2, le nostre superficie Z vengono 
dunque definite dalla forma 


. 


ds=du+[2u—-2v+ae-®]dv° ‚dB 


dell’elemento lineare. La corrispondente congruenza C e la superficie minima S 
a questa ortogonale risultano poi definite, secondo le formole precedenti, dai 
valori seguenti per A, T: 





A=\(G=\/2u—2v+ac-®, T=3+v—w _ (16) 


AN 
Be 


Clore A lor \G 
SIGNIFICATO GEOMETRICO. DELL'EQUAZIONE aaa Zn 
u U 


Prima di passare all’ esame delle soluzioni trovate pel problema [B], 
facciamo notare il significato geometrico della equazione media (11) 


0 log A <r 0 log VG 
CIELO SPERI, a vais (a) 


la quale si presenterà ancora nel caso di una superficie S a curvatura costante. 





a Baa . MC ; ; 
(*) Se nella (15) si muta w in = «,, diventa infatti: 


= 
c? ( 


n 9 . 4a —)n . | 
ds? = — | 2 (u—v) + al 4 du |. 
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In primo luogo tutte le congruenze (normali o no) per le quali si verifica 
la (a) appartengono ad una classe considerata da Risaucour (*) e caratte- 
rizzata dalla proprietà seguente: 

Le congiungenti il punto M di contatto del piano x coi due fuochi F,, F, 
sul raggio r, tracciato in x, segnano sopra = due direzioni coniugate. 

Per dimostrarlo ricordiamo che le ascisse p,, ps dei due fuochi, misurate 
sul raggio r a partire da P, sono le radici della equazione di 2.° grado 
(Lezioni, ecc., pag. 252): 

(E'G'- P)p+|gE —(f+f)F'+e@|p+teg—ff =0. (17) 

Se con Zi, Yi, 213 L2, Ya, 2 indichiamo le coordinate rispettive di F’,, F,, 
avremo: 

= FAX, + pi Xi, y=y+AYı-+p Vip A =2+ AZ: + pi Zi, 
T=2+AX: + ps: À, Y=YLAY:+ pr Vey Le =28+AZ: + hp 2, 
e per ciò i coseni delle due direzioni M F,, MF, saranno rispettivamente 
proporzionali alle terne di binomii: 
A X,+p.X., A Y; + p Ja À Z3 + pi Zi 
À X3 + po Xi, A Y:+ pe Yo À Z3 + pe Zi . 
D'altra parte, se coi simboli d, à indichiamo rispettivamente i differenziali 


presi nelle rispettive direzioni M F,, MF,, i medesimi coseni saranno anche 
proporzionali ai binomii: 


VEX,du+VGX, dy», VE Y.du+vG Y, dy», VEZ:du+VEZ.dv 
VEX,0u+/GX.dv, VEY.du+VGY.dv, VEZdu+VEZ.èv; 


ne deduciamo 


TIRA era 
VE VG 

A 

rer inter 
VE VG 


La condizione perchè le due dette direzioni siano coniugate sopra 2 si 


scrive 
Ddudu+D'(dudv+dvòou+D'dvdv=0, 


lave, & 
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ovvero 


D D' A D” A? 
Eos: Fr Va (pi PU SRE pale : 
Questa, per la (17), si scrive: 


pe e 


D EW Al: 19 


che, sostituendovi 1 valori (5), diventa 


(4-442) pp" DIAM=0. 
Ou \@ du i 

Essa è adunque identicamente verificata quando sussiste la (a), ciò che 
dimostra la proposizione enunciata. 

Ma supponiamo di più che la nostra congruenza C sia normale, come 
è appunto il caso nelle applicazioni che dobbiamo fare nel presente lavoro, 
e sia S' una delle superficie ortogonali a C; diciamo allora che la equa- 
zione (a) acquista il significato geometrico seguente: Esiste una semplice 
infinità di sistemi oo* normali di circoli, ortogonali alla superficie S, e 
giacenti nei piani tangenti di S. 

Per dimostrarlo, si indichi con R il raggio (incognito) di un circolo 
tracciato nel piano x, ortogonale in » alla superficie S; per le coordinate 
X15 Ys, 2, del centro di questo circolo avremo 


x =L +(A--RX,+TX, 
yeyt(A_-RY,+TY, 
2=2+(A- R)Z+TZ, 

Secondo le formole generali relative ai sistemi ciclici (Lezioni, ecc. 


Cap. XIII $ 179), esprimiamo che il nostro sistema di circoli è un sistema 
normale. Applicando le dette formole col porre 


ai = À) Bi Yi, v= i 
Re e AGI Ba = Yo, Ya = Ze, 


e sviluppando le condizioni d’integrabilità (equazioni (I), (II), (II), 1. c., 
pag. 323), col tener conto delle (6), (7) $ 2, troviamo le due condizioni 
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seguenti: 
1 0VG IR, 1 OVE OR EG 
VE du Ou ta dv To ORC 
~ ,04\0R 0A40R 
(a+ Ses ra IK, 


che risolute rispetto a ce, co danno per la (6) $ 2: 





(ie — 1 OVE 
Ou 4)]0u VG dv 
OR _ RY (ry 0 04 1 ave 
zu Ne „42, Ou 


Se si scrive la condizione d’ integrabilita per queste due equazioni si- 
multanee nella nostra incognita R, si trova che essa si riduce appunto 
alla (a), ciò che dimostra il teorema enunciato. 


§ 5. 
ESAME DELLE SOLUZIONI TROVATE. 


Ritornando ora alla discussione del $ 3, vediamo che possiamo riassu- 
merne i risultati col teorema: 

Le uniche soluzioni del problema [B], quando la superficie S ortogonale 
ai raggi della congruenza C debba conservarsi, in tutte le deformazioni 
di >, ad area minima sono date: 1.° dalle evolute & delle superficie ad area 
minima; 2.° dalle superficie di WemaarTEN d’elemento lineare 


dst=du +(Q2u—2v+ae-)dv, (I) 
la congruenza C e la superficie minima S essendo definite dai valori (16) 
QUANTO T(*). 


(*) Si osservi che cangiando w, v rispettivamente in w + c, v-+ e (c costante) viene 
in (I) cangiato soltanto per un fattore positivo il valore della costante a. Se dunque a=|= 0 
si può fare, senza alterare la generalità a = = 1. 
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Fra queste superficie d’ elemento lineare (I) deve certamente figurare, 
per quanto si & detto nella prefazione, la complementare del paraboloide di 
rotazione, la quale può corrispondere solo al valore a —0 della costante, 
poichè soltanto per a=0 l’elemento lineare (I) appartiene ad una superficie 
di rotazione. | 

Constatiamo direttamente la cosa, e dimostriamo di più che la con- 
gruenza C è allora quella associata al paraboloide nel teorema di GuicHarD 
colle considerazioni seguenti. Intanto per a= 0 la superficie = d’ elemento 
lineare (I) è certo applicabile sopra una superficie di rotazione e le linee 
u—v= cost. sono le deformate dei paralleli. Se nel punto M di & tiriamo 
la tangente alla deformata del meridiano, la sua inclinazione 9 sulle v = cost. 
è data da 


Denotando quindi con N il punto ove questa tangente interseca il raggio r 
della congruenza, abbiamo 


HP=\G, PN=G 


M N* == G?+ G. 


D’altra parte, se con p indichiamo il raggio di curvatura geodetica delle 
linee w — v — cost. sopra 2, troviamo: 


e=G+G= iN. 


Di qui, avendo anche riguardo ai segni, si conclude che il punto N é 
il centro di curvatura geodetica della deformata del parallelo uscente da M. 
Dungne la superficie =’ luogo di N è la complementare di £ rispetto alle 
deformate dei meridiani. Ora i raggi di C escono dai punti N di = e sono 
(come risulta dalle proprietà delle superficie complementari) normali alle de- 
formate dei paralleli sopra =’, mentre la superficie S normale a C si mantiene 
ad area minima in tutte le flessioni di X, ovvero in tutte le flessioni di 3’; 
pei teoremi della Mem.* 1. ($ 3) ne segue che la >’ è applicabile sul pa- 
raboloide di rotazione e la C è la sua congruenza associata. 

Dimostriamo in fine una notevole proprietà che, in tutte le soluzioni 
trovate, ha luogo nella corrispondenza fra i punti della superficie minima S 
e quelli della &, proprietà contenuta nel teorema: 
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Ad ogni sistema ortogonale sulla superficie minima S corrisponde un 
sistema coniugato sulla superficie = di WEINGARTEN. 

Poichè la rappresentazione della superficie minima S sulla sfera di Gauss 
è conforme, basterà dimostrare che sussistono le proporzioni: 


Beer Ghee DD DE 
Ora, essendo qui E=1, le (3) § 1 ci danno 
D a Rein D. a = pr (28) 
e il valore di G’, a causa della (13) $ 3, può scriversi 
0° VG 


=D, 


=D" LKG=DD"; 





dunque 
D ETES GR D; D 


cid che dimostra il teorema. 


§ 6. 
Caso DI UNA SUPERFICIE S A CURVATURA COSTANTE. 


Veniamo ora a trattare il problema fondamentale [B] pel caso in cui 
la superficie S debba mantenersi a curvatura costante K e poniamo 


1 


K= vu 


- 


dove A sarà una costante non nulla. 
Dovremo avere 1,7, — A, cioè per la seconda delle (9) § 2: 


(T?— A)E'G-P)+T|0G-(f+f)P' +gB }+eg-ff =0 


e questa equazione dovrà, per ipotesi, sussistere in tutte le flessioni di X. 
Ora, se sostituiamo nella precedente i valori (5) $ 1, indi sopprimiamo il 
fattore comune M (Cf. $ 3), resta una relazione lineare omogenea in D, D', D", 
nella quale dunque dovranno annullarsi i singoli coefficienti di D, D', D". 
Escludendo il caso A=0, che conduce alle superficie = evolute delle su- 
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perficie a curvatura costante, otteniamo cost le tre equazioni: 

















OVE A0A 
pill _ ges (18) 
L'ANGE rai can 
(PAS +1 (NE +72)=0 (19) 
1 OVE mi u A\E(2_,04\_ 
Core der Ne) ee Le + (Ve +55)S0 (20) 
Siccome per la (18) deve essere 
2 1 RE piA 
VG 9v NÉE ge 
possiamo alla (20) sostituire l’altra: 
ave RA OVE _ x 
TA oN + AVE(VG+54)— 4 NE = 0. (20*) 





Moltiplicando quest’ultima per 73 e sottraendo dalla (19) deduciamo 
BEN 


AVE Ov VE Ou i 
ossia per la (18) e perchè A==0: 
14034 Bk. 0\G i (19*) 





che è la stessa relazione già ritrovata al $ 3 pel caso di una superficie S 
d’area minima e della quale al $ 4 abbiamo stabilito il significato geometrico. 

Dalle (19*) e disponendo del parametro v (essendo escluso il caso del 
WEINGARTEN À — 0), potremo fare come al $ 3 














AVG, (21) 
dopo di che le (18), (20*) diventano 
OVE + ONG 
Li Ov mei du (22) 
iG <a AE) A OVE _ 
pal +VENNG + ie) ae 0 (23) 


e sopra alcune classi di superficie applicabili. 135 





Basta aggiungere a queste ultime le due equazioni (7) $ 2, cioè 








oT = OVE 
De NE Me (24) 
PA la 
e ER ONG: (25) 
Vv VE Ou 


per avere espresse tutte le condizioni del nostro problema. La sua risoluzione 
si otterrà dunque determinando, nel modo più generale, le tre funzioni inco- 
gnite 7, E, G in guisa da soddisfare le quattro ultime equazioni ed assu- 
mendo poi, secondo la (21), A=yG. Ora la (25), paragonata colla (22), 
ci dà 





oT TONE 
do VE dv 
da cui integrando 
T=UVE, 


essendo U una funzione della sola u. 

Ora noi escludiamo il caso U=0 0 7°=0, perchè esso condurrebbe, 
come subito si vede, a quella soluzione già osservata del problema [B], nella 
quale la superficie Z è la complementare della superficie S a curvatura co- 
stante rispetto ad un sistema di geodetiche uscenti da un punto (Cf. prefa- 
zione). Disponendo del parametro w, potremo dunque fare U= 1, cioè 


T ==\E. (26) 


Dopo di ciò ci resterà da determinare E, G in guisa da soddisfare le 
tre equazioni i 




















am OVE — OVE ox 

VE dv Due du bal 

dova, ale Si da Ge * 
du a Ov TVG Tra Ov A Le 
OVE 6vE Dies * 


Quest’ultima ha per integrale generale 
VE = gita vir 


indicando g$ una funzione arbitraria dell'argomento v — u. Le due precedenti 
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diventano quindi: 


0G — 2 ptY(v-u)-2u d' 

ou j 
aG ex 
aa = 2 (A — een) — 2 G, 


ove gli accenti indicano derivazione rispetto all’argomento v — u. La condi- 
zione d’integrabilità della (27) ci da 

yp" en 0 
e quindi 


p(v—u)—=a(v—u) +b, 


essendo a, b due costanti arbitrarie. Di queste la prima dovrà supporsi non 
nulla per non ricadere nel caso escluso 


0 E 0G 
DI Bide 





e la seconda invece si potra rendere zero, senza nuocere alla generalita, ba- 
stando a tale scopo aumentare « o v di una conveniente costante. 


ys 


FORMA DELL’ ELEMENTO LINEARE DI È. 


Le soluzioni più generali del problema [B] nel caso attuale si ottengono 
dunque colle formole 


assumendo 
VE — eav-(a+i)u 4 


con a costante arbitraria non nulla e determinando G dal sistema integrabile: 


ce — 9 u erlav-(a+1)u) | 

u | (27*) 
0G am | A — er!av-(a+H1)u) —2G. 
Ov i 
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Per compiere l’integrazione occorre evidentemente distinguere il caso in 
cui a =|=— 1 dal caso a=— 1. 
1. caso a==— 1. Allora la soluzione più generale delle (27*) è 
data da 


G _ k e—?v Er a 2Lav—(a+i)ul 
+aA el e È 


ove % è una costante arbitraria. 
La superficie 2 ha dunque l’elemento lineare 





d sa e2lav—(a+i)ul d u? + a A + ke-?? — a ; er!av-(a+1)u) dv. (II) 
a 


Si osserverà che aumentando «,v di costanti in guisa che non cangi il 
binomio av —(a 41), si può moltiplicare % per un fattore qualsiasi po- 
sitivo. Se dunque X==0 si potrà fare, senza alterare la generalita, k= + 1. 

2° caso a=— 1. Allora le (24*) integrate danno 


G=2(v—u)e** +ke-? — A, 
essendo # una costante, che si può fare senz’altro nulla aumentando « di da 
L’elemento lineare di = diventa quindi in questo caso 
ds*=e "du |+|2(v—-u)e- — Aldo’. (III) 
Coneludiamo adunque : Quando la superficie S debba avere la curvatura 
costante K=3 il problema [B], oltre le soluzioni fornite dalle evolute e 


dalle complementari delle superficie a curvatura costante, ammette unicamente . 
le due specie di soluzioni definite dalla forma (II) o (III) dell'elemento li- 
neare di >, insieme colle formole 


A= /G, T=VE. 
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§ 8. 
EsAME DELLE SOLUZIONI TROVATE. 


Osserviamo una semplice formola per la curvatura K delle superficie £ 
d’elemento lineare (II) o (III), che risulta dal calcolo diretto, ovvero dalle 
osservazioni seguenti. Se dalla (23*) $ 6 e dalla (6) $ 2: 

NE MC 
| +# (VG + a 


NEA 
Ou 





oA] ] 
V VE VG dv 


si elimina VG + 4, tenendo conto della relazione 





sì trova 





Ne segue che per la forma (II) dell’elemento lineare si ha: 
Aa? 


.e più in particolare per la (III) 
A 


Con queste formole si vede subito che le corrispondenti superficie = sa- 
ranno applicabili sopra superficie di rotazione nel solo caso dell’ elemento li- 
neare (II), quando sia inoltre k = 0 (*). 

In tal caso, con un processo del tutto analogo a quello del § 5, si dimo- 
strerà che i raggi della congruenza"C escono dai punti della superficie com- 
plementare >’, normalmente alle deformate dei paralleli, e sono invariabil- 





(#) Basta per ciò calcolare il parametro differenziale primo A, G, che in questo solo 
caso risulta funzione di G stessa. 
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mente legati alle flessioni di 2’. E poichè la superficie S normale a C si con- 
serva sempre a curvatura costante, segue dalle ricerche della Mem. I che 
queste particolari soluzioni del problema [B] sono tutte e sole quelle che cor- 
rispondono ai teoremi di GUVIcHARD. 

Dimostriamo ora una notevole proprietà della corrispondenza fra 1 punti 
di > e di S che ha luogo in tutte le soluzioni trovate del problema [B] e 
tiene qui le veci di quella segnalata alla fine del $ 5 per le superficie d’area 
. minima e quelle derivate di WrrneartEN. Diciamo che: Alle assintotiche della 
superficie = corrispondono le assintotiche di S, cioè ai sistemi coniugati del- 
l’una superficie à sistemi coniugati sull’ altra. 

Per provarlo basterà verificare che sussistono le proporzioni : 


D DIS DEDE DID 
le quali, pei valori (8) § 2 di D, D’, D", si traducono nelle due equazioni 
TED-FD) +eD —fD =0 
T(G D'— F' D')/)+ 9D —f' D'=0. 
A causa delle (3) § 1 la prima, soppresso il fattore M, diventa 
1 OVE 024 


— (ee 


Ve dv ou 
e coincide colla (18) § 6, mentre la seconda si cangia nell’altra 


1 va) \ LIVE (Ga) _ 
er E) Kai VE du (Ve+37)=0 


che è pure identicamente verificata, in virtù delle formole del $ 6. 











§ 9. 


Le quapricue DI DARBOUX D’ELEMENTO LINEARE (II) & (III). 


Andiamo ora a verificare che gli elementi lineari (II) e (III), come 
già venne enunciato nella prefazione, appartengono a particolari quadriche 
(immaginarie) tangenti in un solo punto al circolo immaginario all’ infinito. 
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Per abbreviare, daremo qui senz’ altro le formole effettive senza riprodurre 
il processo piuttosto lungo che ha servito a stabilirle. 

Le coordinate x, y, 2 di un punto mobile sulla quadrica di DARBOUX 
d’elemento lineare (II) sono date dalle formole: 


t= > y+ra=—e, y—-iz=aAe®— ker 210 (08 


(=av—(a-+]1)u). 
Se si calcola l’elemento lineare 
ds=dax°+(dy+ide)(dy— ide) 





DERE ee 
CSN 


si verifica subito che assume precisamente la forma (II); d’altra parte l’eli- 
minazione di u, v fra le (a) conduce all’ equazione della superficie 


y+te—- ax —kY+i2z) +aA4=0, (8) 


che appartiene appunto alle quadriche di Darsoux (*). 
Similmente le formole: 


e=(u—vie*, ytizg=—e, ) 


y—iè=et(u—v+l} — de —2ev ) G) 
definiscono la quadrica i 
+22 —2x%xy—21x2—2iy2— A—0 (0) 


coll’ elemento lineare (III). 

Volendo ora meglio precisare il modo di comportarsi della quadriche (ß), (2) 
rispetto al circolo immaginario all’ infinito, osserviamo che |’ equazione della 
loro rispettiva conica nel piano all’ infinito sarà: 

—ax +(1—- ky +(1+%k)e°—2Xkiya=0 (6*) 
per la prima e | 
+22 —2ry—2irz —2iyz=0 (2*) 
per la seconda. Paragonandole con quella del cerchio all infinito 
x + y? + 2 — 0, 
si potranno applicare i noti criterii che risultano dal calcolo dei valori degli 
invarianti simultanei della conica che si considera e del detto cerchio. Cosi 


(*) :L.:c. 
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adoperando le notazioni della geometria analitica del Sazmon (Cap. XI della 
Analytische Geometrie der Kelgelschnitte) avremo nel primo caso 


hk), 0—=0 200 — 2a, = 0 
e nel secondo 
A=A'=1, 0=0'=3, 
onde si deduce che la prima conica tocca soltanto e la seconda oscula il 
circolo all’ infinito. Alla medesima conclusione si arriva osservando che le 
coordinate x, y, 2 di un punto sul detto circolo si esprimono in funzione 
razionale di un parametro À colle formole 


ope ATA) LA. 

Sostituendo in (6*) o in (9*) otteniamo nel primo caso l’ equazione di 
4.° grado in À: 

(a+%k+1))4+4kK°+(6kK-2aT—-2)X*}+4kX+a+k+1=0 
e nel secondo l’altra 

M_- 6X+8X1-3=0. 

Ora la prima ha la radice doppia À = —1 e le altre due date dalla 

equazione di 2.° grado 
(O+XK+1)X+2(kK-a-1)A+kK+a+1=0, 

che sono certo diverse da — 1 poichè a==— 1 è diverse inoltre fra loro 
finchè X==0. In questo caso adunque la quadrica (8) tocca in un solo punto 
il circolo all’ infinito e solo per %= 0, diventando superficie di rotazione, è 
bitangente. La seconda equazione di 4.° grado in À ha la radice tripla } = — 1 


e la semplice À — 3. Dunque la quadrica (9) oscula in un punto il circolo 
immaginario all’ infinito, come avevamo asserito. 


$ 10. 


IL PROBLEMA D' INVERSIONE. 


Secondo i risultati ottenuti fin qui, da ogni superficie nota & d’elemento 
lineare (I) di Weingarten si deduce, con una*costruzione geometrica deter- 
minata, una superficie S d’ area minima e analogamente da ogni superficie 
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nota di elemento lineare (II) o (III) una superficie a curvatura costante 
, 1 
IN == FT . | 

Vogliamo ora occuparci della inversione di questi risultati, proponendoci 
il problema: Data una superficie S ad area minima, ovvero una superficie S 
a curvatura costante, condurre per ogni sua normale un conveniente piano 
in guisa che l’inviluppo di questi co* piani risulti una superficie £ d’elemento 
lineare (I) di WEINGARTEN nel primo caso, ovvero una superficie d’ elemento 
lineare (II) o (III) nel secondo, ed inoltre la dipendenza geometrica fra S e X 
sia precisamente quella avanti studiata. 

Trattando della inversione dei teoremi di Guicxarn, ho già risoluto i 
problema proposto nel caso in cui la 2 debba essere ii sopra una 
superficie di rotazione, cioè per |’ elemento lineare (1) quando a=0 e per 
l'elemento lineare (II) per X=0(*). Si è visto allora che ogni volta da 
una superficie data S’ derivano co superficie & e la loro ricerca dipende 
dalla integrazione di un sistema illimitamente integrabile di equazioni lineari 
simultanee alle derivate parziali. 

Un risultato perfettamente analogo troveremo ora nel caso generale; ed 
anzi quando |’ elemento lineare di = debba avere la forma (I), o la (II), i 
sistema delle equazioni differenziali fondamentali rimane precisamente Jo 
stesso come nel caso speciale sopra ricordato. Le soluzioni del caso generale 
sì distinguono da quelle del caso speciale solo pel valore da attribuirsi ad 
una delle costanti d’integrazione. Risultati del tutto analoghi si hanno ancora, 
come si vedrà, nel caso delle superficie & d’elemento lineare (III). 

Per stabilire direttamente il sistema delle equazioni differenziali pel pro- 
blema d’inversione dovremmo procedere come nel caso speciale già trattato 
al Cap. III Mem." 1° traducendo analiticamente le proprietà, stabilite ai 
$$ 5, 8, della corrispondenza fra i punti di S e di X. In questo dovremmo 
principalmente applicare le formole generali relative ai sistemi ciclici, ricor- 
dando (§ 4) che esistono sistemi oo? normali di circoli ortogonali alla S e 
giacenti nei piani tangenti di X. Ma per abbreviare, ci limiteremo qui 
scrivere senz'altro il sistema delle indicate equazioni fondamentali, procedendo 
poi su di esso alla verifica delle proprietà enunciate. 





(#) V...Mem.* 1° e Nota del settembre 1899 (Rendiconti Lincei), dove queste equa- 
zioni trovansi date nella forma attuale. Per altro le equazioni stesse erano già state da 
me stabilite nelle anteriori note del 19 febbraio e 5 marzo 1899 (Rendiconti Lincei). Po- 
steriormente vennero date anche dal DARBOUX (I. c.). 
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Riguarderemo in cid che segue le superficie d’area minima e quelle di 
curvatura costante, insieme colle loro parallele, come appartenenti ad una 
unica classe di superficie W, nelle quali i raggi principali di curvatura 7,, r, 
sono legati da una relazione bilineare simmetrica 


ar nn + di +7.) +e=0, (F) 


a coefficienti a, b, c costanti. Inversamente, se una superficie W appartiene 
a questa classe, avrà una superficie parallela ad area minima (quando a = 0), 
ovvero una parallela a curvatura costante (quando «== 0). 


CRUE 
Ir SISTEMA DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI PEL PROBLEMA D’ INVERSIONE. 


Ciò premesso, abbiasi ora una superficie S, riferita ad un sistema qua- 
lunque di coordinate curvilinee u, vs e siano 


Edu+2Fdudv+Gdv 
Ddu +2D'dudv4 D'dv 


le sue due forme quadratiche fondamentali (Lezioni Cap. IV). Indicando 
con ©, W due funzioni incognite di u, v e con a, 6, y tre costanti, si consi- 
deri il seguente sistema di equazioni simultanee alle derivate parziali per D, W: 


®,=(aE+6D)®0+(8E+yD)W | 








Do, = (a F+BD)OD+(6F+yD)W \ (A) 
De = (aG+68D')D+(BG+yD")W | 

dilaga DE Dede DE 0e 

du EG—F: du EG—F? dv | (B) 


0W_GD—FD'00, ED'—FD'o®, \ 
dv. . EG—F? du Ye Gex 
dove ®,,, ,., D sono le derivate seconde covarianti della funzione ®, cal- 
colate rispetto alla prima forma fondamentale. 
Scrivendo le condizioni d'integrabilità pel sistema delle equazioni simul- 


tanee (A), (B), col tener conto della ‘equazione di Gauss e delle equazioni 
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di Copazzi, si trova che esse risulteranno tutte soddisfatte quando fra la cur- 
vatura assoluta | 


1 
K = -—- 
Ya 72 
e Ja curvatura media 
1 1 
Een 


della superficie S sussista la relazione lineare intera 
(7+1)K-BH+a=0(*). (29) 


Questa è appunto una relazione della forma (F) fra r,, rs». Viceversa data 
una superficie S, i cui raggi principali di curvatura verifichino una rela- 
zione | 
ar, Ta +b(r +r)te=(, (F) 
basterà prendere le costanti «, 8, y in guisa che sia 
a:—B:y+1=a:bd:c 

perchè la (29) coincida colla (F); con ciò evidentemente una delle tre co- 
stanti a, 6, y resterà arbitraria, le altre’ due esprimendosi in funzione lineare 
intera di questa. : 

Supponiamo che la superficie S appartenga alla classe (F) e le costanti 
a, £, y siano scelte nel modo superiore. Allora il sistema delle equazioni 
fondamentali (A), (B) sarà illimitatamente integrabile e nella sua soluzione più 
generale (?, W) entreranno quindi quattro costanti arbitrarie, per le quali 
potremo prendere 1 valori di: 
oe» 0 ® 
®, W, 


Ou dv 


per un sistema iniziale (w,, ©) di valori delle variabili indipendenti w, ». 


(*) In un solo caso l’equazione (29) del testo risulta identica e cioè quando: 
ITS NUME 
Allora il sistema (A), (B) è illimitatamente integrabile per qualsiasi superficie e si cangia 


nelle equazioni fondamentali della teoria delle superficie (Lezioni, ecc. Cap. IV, pag. 88-89), 
quando si faccia rispettivamente: 


®= x, y, à 


Wea yy L or 
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Il sistema differenziale (A), (B) gode di un’importante proprietà che 
conviene subito osservare. Siano (®, W), (9,, W,) due coppie, distinte o 
coincidenti, di soluzioni; sì consideri il parametro differenziale misto y (D, ®,) 
delle due prime funzioni ®, ®,, calcolato rispetto alla prima forma fonda- 
mentale di S. Se si costruisce l’espressione: 


Q=v(9, %,)—209,—6(0W,+0,W)—y WW, 


si verifica subito che, in forza delle equazioni differenziali stesse (A), (B), 
sono identicamente nulle le derivate di Q: 


da. da, 
dira A D 
si ha quindi: 


v(d, D)—ab®b, + 6(0W,+0,W)+ 7 W W, + cost. 
In particolare, facendo 
bed W.=W, 
s'avrà l'equazione importante: 
Ad=ad9+280W+yW°+c, (C) 
indicando c una costante. 


§ 12. 
CONTINUAZIONE. 


Dal sistema (A), (B) si può passare ad un sistema, in apparenza più 
generale, cangiandovi rispettivamente ®, W in 


DHk, W+k, 
con k, k’ costanti. Con questo cangiamento non si alterano lè equazioni del 


sistema (B), mentre in quelle del sistema (A) vengono ad aggiungersi ordi- 
natamente ai secondi membri i rispettivi termini 


mE+nD, mF+nD, mG+nD’, 


con m, n costanti date da 
m=ak+ Bk 


n=Bk+yk. 
Annali di Matematica, Serie III, tomo VI. 19 
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Se il determinante ay — 6® non è nullo, è evidente che scegliendo con- 
venientemente X, i’ possiamo fare acquistare ad m, n valori prefissati qua- 
lunque. Il sistema (A) diventa allora 


D,=((E+6D®+(6E+yD)W+mE4+nD \ 
?,=(F+6D')0+(6F+,D)W+mF+nD (A*) 
Do —(aG+£D')D+(8G+yD")W4mG-4+nD'", 


rimanendo lo stesso il sistema (B). 

Ma si riscontra subito che in tutti i casi, anche se 2y— 6* = 0, il si- 
stema delle equazioni simultanee (A*), (B) è illimitatamente integrabile, qua- 
lunque siano m, n, purchè sì supponga sempre verificata la (29). 

Osserviamo poi che per il sistema (A*), (B) l’equazione (C) diventa : 


AdD=a®+28B0WH4yW+2mnDk+2nW+4e. (C*) 

Ed ora suppongasi in particolare che si tratti di una superficie S a cur- 
vatura costante K e facciasi nel sistema (A*) 6= 0, 7 —0, indi per le (29) 
a = —K; cangiando poi ® in ® + + si potrà rendere, senza alterare la 


generalità, m = 0 ed avremo così il sistema illimitatamente integrabile, con 
un’unica funzione incognita ®: 


do, = —- KEKd4+nD 
Oo = —-_ KFb+nD (D) 
Poe —— KGD+En D". 


Presa una soluzione ® di questo sistema, si avrà dalle (B) la W con una 
quadratura e l’equazione (C*) diventerà nel caso attuale : 


A d=92nW KD Le, | (E) 


Dimostreremo nei prossimi paragrafi che il sistema delle equazioni (A), 
(B) è quello delle equazioni fondamentali pel problema d’inversione quando 
la S sia ad area minima, ovvero a curvatura costante (o parallela ad una 
tale superficie) e l'elemento lineare di x abbia la forma (I) di WrincartEN 
o la forma (II). Nel caso invece che la 5 sia a curvatura costante K e la = 
debba avere l’elemento lineare (III), il sistema delle equazioni fondamentali 
sarà precisamente il sistema (D). Quanto alla costruzione geometrica che fa 
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passare da una superficie S nota alle Z, si dimostrerà che essa si ottiene nel 
modo seguente : 

Si consideri una coppia qualsiasi (®©, W) di soluzioni del sistema (A), 
(B), ovvero una soluzione ® del sistema (D); à piani normali alle linee 
®= cost. della superficie S inviluppano la superficie X richiesta. 


§ 13. 
CaLcoLo DELLA SUPERFICIE % INVILUPPO. 


Per compiere le verifiche delle proprietà testè enunciate ci occorre in 
primo luogo calcolare le coordinate È, n, ¢ del punto y, ove il piano x nor- 
male alla linea P= cost. sulla S in un punto M=(a, y, 2) di questa tocca 
la superficie inviluppo >. Ci serviremo perciò di alcune formole generali che 
potranno riuscire utili in altri casi analoghi. 

I coseni di direzione X', Y', Z della normale al piano x, ossia della 
tangente alla linea ® = cost. sopra S, sono dati dalle formole: 


‚_ (2220 2200) y,_ (aya dydo 
ed er rfi dv )> 
PACA EE) 


4 


indicando p un fattore di proporzionalità. Ne segue che la tangente alla S 
giacente nel piano x ha i suoi coseni di direzione proporzionali alle tre 
espressioni 

v(x, 2), v(y, ?), v(2, 0) 


ed in conseguenza si può porre \ 
é=x-|+Pv(a, D + Q Xs | 
n=y+ PV, P) +0 Y: 
=2+Pv(,9)+94, 


dove P, Q sono convenienti funzioni di u, v e X3, Y;, Z; indicano i coseni 
direzione della normale alla $, 


(30) 
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Per calcolare P, Q conviene tener conto di questo che X', Y', Z deb- 
bono coincidere appunto coi coseni di direzione della normale alla superficie 2 
definita dalle (30), cioè debbono sussistere le due equazioni: 






pgs —0, sx _ One | (31) 
Ora dalle due identita: 
Bid) ee 0 ao 
va, 2-7» Sy (#, 0) = (32) 


derivando e tenendo conto delle equazioni che danno le derivate seconde 
delle x, y, 2 [Lezioni, pag. 88 (1)], otteniamo le altre 


y IV, ©) del Ov(x, 0) 0x _ 

Ou PUR 2 dv da ata a 
y ev, ©) dx 0V(x, 9) da Gee 
SEA — > ze Din 

du dv dv du 


Avuto riguardo a queste identità, le (31) ci danno per calcolare P, © 
le due equazioni lineari: 





0 D 0% , 0% 0 bit 
P (942 — 07) + (DD) 0 
0» D' è D 
P (0255 — bu 3) +0(D D? tr 677-0, 


dalle quali si dedurranno nel caso generale le espressioni di P, Q. Ma nel 
caso nostro speciale, sussistendo le formole del sistema (A), ovvero quelle del 
sistema (D), ne risultano per P, @ valori assai semplici. Poichè infatti ®,,, 
Dir, Ps, sono le medesime combinazioni lineari ed omogenee delle coppie di 
quantità 

(E, D), (F, D), (G D'), 


dovranno annullarsi le tre espressioni (linearmente dipendenti fra loro): 
Po QD E, aba 30D. Een OD 


Se distinguiamo il caso del sistema (A) da quello del sistema (D), os 
viamo nel primo caso 

Er IST ee er 

er ab +BW’ QE abt BW 
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e nel secondo 
1 n 


ani © aj 


Dunque: Le coordinate €, n, & di un punto mobile sulla superficie & 
inviluppo saranno date, nel caso del sistema (A), dalle formole seguenti : 


i 


zan LV + (B® +7 WR] (33) 


ei 
colle rs per », ¢ dedotte con permutazione circolare delle lettere (é, 
i 2) (Xs, Ya, Za); nel caso del sistema (D) si avranno invece 
le altre : 


a+ lv D +nX Ge") 


$ 14. 
La SUPERFICIE > INVILUPPO NEL CASO DI UNA SUPERFICIE S AD AREA MINIMA. 


Trattasi ora in primo luogo di verificare che la superficie 3, definita 
dalle formole (33) o (33*), avrà l’elemento lineare (I) di Werrmearten quando 
la S è ad area minima; l’elemento lineare (II) se, essendo la S a curvatura 


costante K=-, si adopera il sistema differenziale (A), (B) $ 11 ed in 


fine l’elemento lineare (III) quando ® sia una soluzione del sistema (D) $ 12. 
In secondo luogo dovremo constatare che la relazione geometrica fra S e x 
è precisamente quella studiata nella prima parte della Memoria. 

Nel presente paragrafo ci occupiamo del caso in cui la S sia ad area 
minima, avvertendo che del tutto analoga sarebbe la verifica per una super- 
ficie parallela. A causa del carattere invariantivo delle equazioni fondamen- 
tali (A), (B), potremo riferire la superficie data S ad un sistema conveniente 
di coordinate curvilinee e noi, per semplificare i calcoli, adopereremo le linee 
di curvatura u, v. Colle notazioni del § 1, avendosi qui 
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significando 7,7, i raggi principali di curvatura della S (che nel caso del 
presente paragrafo sono eguali e di segno contrario), le formole ‘1) si seri- 
veranno: | 





























0% = 0% = 
7. VE A, ay — VG À 
0 Xi Be OVE ee ven OX _ 1 VG x, 
ou (G ECP 7 Ov VE du 
La m (34) 
a De O CI 
Dur, UE (8% land VE du 
x E ve G 
Ex, EC x. | 
ou re dv ri 


Essendo la superficie attuale S ad area minima, dovremo porre nella (29) 
De 


e rimarrà £ arbitraria. 
Le equazioni fondamentali (A) $ 11 diventano quindi : 

















gf Lao) 5 LOUE A ce en RI E 
nel WERTEN re b+(6+—-\WEW 

2 ( AO Dar o 

0v\JE Qu Wks du VG dv (35) 
(SHE. Le 

Ou\;q dv) VG Ov HOw 

0 i{ 1:08) Lav naar (: 1\ q 

dv ea VE du VE du ri ou Bae 


dove, per comodita dei calcoli seguenti, abbiamo scritto due volte sotto forme 
diverse l’equazione media. Le equazioni del sistema (B) $ 11, diventano poi 


semplicemente 


Ve ee OAV alae ee (36) 


— 5 — 
re OU Ov ri Ov 


ed in fine la (C) § 11 ci da: 





aw 
pyre’ & 





alan) + alge) 248 W—W-+e. (37) 
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Le formole (33) che definiscono la superficie inviluppo & si scrivono qui: 








HR eve LE A 109 | W-fo „ 
Re cube at ed EW de: 0 (08) 
e la derivazione rapporto ad u, v ci dà per le (34), (35), (36): 
di 1 do 1001, | 101 | 
Ou BW? dul a dure \@ Ov rr À: + | 


de 











Prison x a, (39) 
ne Wide (lp Our VG oo rs : 


1 > | 
+= eu -ew|x|, | 
} | 
da cui osservando la (37) e la relazione r, +7.= 0, otteniamo per l’ele- 
mento lineare di = 
dv =ditdrtdé, 
Ja formula seguente: 


BWids—(") jew +26W (6 b—W) = + (0+6* 0) dur + 


OP OP) parr | » pe) 1 
He lu RO d'u dv + 


+(2) À aw? +261 (6 >—W) — +(c+ eo) {dv 


Ora, per le (36), si ha: 


Sr 


109 10» 
A EEE 


avaw= | (it) du + ar 
O lr 


2.88 1 2 0% 08 } | È 
awa} (fas CO CE 
e la precedente si scrive quindi: 
ee weder +28 W(W-B®)d&d W+(c+8° 9°) d W? 
be wi 


dv, 


indi 


2 


ds 
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In questa forma dell’ elemento lineare di = è sparita ogni traccia della 
superficie minima S inizialmente scelta, onde si conclude già che, mante- 
nendo fisse le costanti c, 8 e variando comunque le superficie minime S, le 
superficie £ derivate saranno tutte applicabili l’una sull’altra. 


8215, 
RIDUZIONE DELL’ELEMENTO LINEARE (40) ALLA FORMA (I) DI WEINGARTEN. 


Vogliamo ora ridurre effettivamente l’elemento lineare trovato (40) alla 
forma tipica (I) di WEINGARTEN, ciò che in pari tempo ci Has delle for- 
mole di confronto per le rimanenti verifiche. 

Lasciandoci guidare dalla ipotesi che la relazione geometrica fra S e 3 
sia veramente quella richiesta, dovremo cominciare dall’assumere sopra ® a 
linee coordinate v quelle le cui tangenti sono parallele alle rispettive normali 
di S, indi a linee « le traiettorie ortogonali. Ora è facile vedere che le linee 
del primo sistema sulla = non sono altro che le W= cost. E infatti spostan- 
dosi lungo una tale linea gli incrementi di È, », ¢ debbono essere proporzio- 
nali a X,, Y;, Z, rispettivamente, ciò che, avendo riguardo alle (39), da 
subito per l'equazione differenziale delle linee cercate 


ossia, per le (36):d W=0.. 
D'altra parte, a causa della forma (40) dell'elemento lineare di 5, l’equa- 
zione differenziale delle loro traiettorie ortogonali si scrive : 
BWd®+(W-80)dW=0, 
ossia 


Baly)+ =o. 


Conformemente a queste osservazioni, pongasi ora 


® 1 
Ay + log i ra ee 
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ossia 
Bo= W(u — log W + 3)» 
e la (40) diventerà 


AA Widu? + [ce + re — log W)|d W? 
32 Wa 





Questa, ponendo fine W =e, ci dà: 
ds, [du +[2u— 20+ce”]dv|, 


che, prescindendo dal fattore costante È > ha appunto la forma (I). 
Per completare poi tutte le verifiche bastano ora le osservazioni seguenti. 
Sia » un punto qualunque di S, M il corrispondente di = e P il piede 
della perpendicolare calata da M sulla normale in y alla S. La retta MP 
riesce, per la costruzione stessa, tangente alla linea w= cost. di 3, e se po- 
niamo poi | 


MERE RUE, 
dalle (38) abbiamo subito 








art NP W2-+¢ 
es A= BW È 


ovvero per le posizioni fatto 


T=2(5+e—n); A= g V2u—2otce 5 


formole che confrontate colle (16) § 3 completano appunto le verifiche do- 
mandate. 
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§ 16. 
La SUPERFICIE + INVILUPPO NEL CASO IN CUI S E A CURVATURA COSTANTE. 


Supponiamo ora che la S sia a curvatura costante K e (®, W) sia una 
soluzione qualsiasi delle equazioni fondamentali (A\, (B) § 11, ove attual- 
mente nella (29) dovremo fare: 


B= 0, a=—(y+1)K. 


Riferiamo inoltre la S alle sue linee di curvatura «, v; varranno allora . 
le formule (34) $ 14 ed il sistema (A) $ 11 diventerà: 

















0 1 0» Da 1 OVE 129 if | 
la)” Te dut Te oy DEI 

3 (109 NE al | 

ov \JE Ou) JE Qu Vaër (41) 
(Er) 1 ÔVE 190 

Ou\yq dv] va dv VE Ou 

0 1 0» a be CN de On RER | 
ele VE du tel DONS b Law, 


mentre le (B), (C) $ 11 si cangiano nelle seguenti: 





aoW 10% 0W 1 0% 

DU cio Wa) Mr on ce 
1/09), 1/09 
Bl) +) N tate (43) 


Secondo le formole (33) $ 13, per l’attuale superficie inviluppo & avremo: 





1 DE 1 099 1 OVE 


y W 
‘ER O) VE Ou SETA do À; Le 


ri o 


Di qui derivando, coll’osservare le (34) $ 14 e le superiori (41), (42), otte- 
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nıamo 
dan 1 od| 1 0% 1 0® | 
Ou re AT dv X + 
++ D2 +70]! 
AE 
De oe | ex x Laty ea 
yp (Y+1)K@&0v (VE du" VG dv ~ an | 


to+nrtrW] Xl. 


Conseguentemente, tenendo conto della (43) e della relazione a= i, 
tay (a 


per il quadrato ds? dell’elemento lineare di = troviamo la formola: 
+ Rasa + DM $1) Ke +e+ 
$277+1) a 
0 0% 
He 76 + D G+DKP+e+ 
+y(+1)9 w(, +2)+6 +1} K 0 du do + 


+ (55) ro +0 Wi (+1) KO +6 + 





6 D? 
+270+ I Sl de 


Ma dalle (42) si deduce: 


oa, 10 20) 
dvd W= (Jan (+) dude + (Fe) dot (48) 








ee 0 D u? 000 1 2 
dw: — (Se) du $2K Et audot a(x | do, (45%) 


onde la precedente ci dà per l’elemento lineare di £ la forma 


_ ot) Wr + 1) Kor+o]da®—2y(y +10 Wdod W+ (y+ Lord W° (46) 
(y + 1)? K: p1 








ds'= 
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la quale, analogamente a quanto avveniva nel caso precedente ($ 14), è in- 
dipendente dalla speciale superficie S, a curvatura costante X, considerata e 
non muta quando si tengano fisse le costanti y e c. 


S 11: 
Ripuzione ALLA FORMA TIPICA (II). 


Volendo verificare che l'elemento lineare (46) si riduce alla forma (II) 
dobbiamo, come al $ 15, prendere a linee coordinate’ v sulla ® quelle che 
hanno le tangenti parallele alle rispettive normali di S, indi a linee « le loro 
traiettorie ortogonali. Ma coll’osservazione stessa fatta al $ 15 segue ora dalle. 
(44*) che le prime linee non sono altro che le ® = cost.; le loro traiettorie 
ortogonali hanno l'equazione differenziale 


yWd?—(y+1)odW=0), 
la cui integrazione è ‘immediata. 


Dopo queste osservazioni, per compiere la voluta riduzione poniamo: 


8 
—— (v—u+a) 
fas EN vin) 
D — e?, W =e’ È 


- 
determinando la costante « dalla condizione 


A |atDe| 
Y 


e l’elemento lineare (46) si trasformerà nell’ altro: 





Lo yu+v 


1 Lees 
dst=e 7?" du + 


Pre 0730 ie 
Kar, Me (a 





che sotto altre notazioni ha appunto la forma (II). Per identificare i due ele- 
menti lineari basta in effetto porre: 


1 1 Cc 


CE ran A=%' ETTI 
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Completeremo le nostre verifiche osservando che colle notazioni stesse 
del $ 15 si trova qui dalle (44) 


NN EL) MORE GE ice 
| (y+1) Ke : 

cg ale PNA 
Ba eK > 





A 








tal 


— e00-(ati)u — | 


DI = | 
Chiudiamo queste ricerche sulle superficie = d’elemento lineare (I) e (II), 
considerate come derivate rispettivamente dalle superficie d’area minima e da 
quelle a curvatura costante, colle osservazioni seguenti. | 
Il sistema delle equazioni fondamentali (A), (B) $ 11 essendo lineare ed 
omogeneo, la sua soluzione più generale (D, W) si comporrà linearmente ed 
omogeneamente con ogni quaderna di soluzioni particolari. 


(0, Wi), (9, Wa (0; Ws), (01, Wa), 


per le quali sia diverso da zero il determinante: 
®, ®, di d, 
W, W, Wa W, 
0 di 0 da 0 Ps 044 
- Ou Ou Ou Ou 
dd 0 Po 0 Bs 0 da 
Ov Ov Ou Ov 




















Ora è facile accertarsi che possono sempre scegliersi quattro tali solu- 
zioni fra quelle per le quali & nulla nella (C) § 11 la costante c, onde con- 
cludiamo: 

Se di una superficie S ad area minima, ovvero a curvatura costante, 
si conoscono quattro particolari superficie 2 applicabili sopra superficie di 
rotazione, corrispondenti ad un medesimo sistema (A) (B) di equazioni diffe- 
renziali fondamentali, le più generali superficie & derivate si avranno sen- 
z’altro in termini fimti. 
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§ 18. 
LE SUPERFICIE Z D’ ELEMENTO LINEARE (III) 


Supponiamo ora che la superficie S sia a curvatura costante X e, rife- 
rendola alle sue linee di curvatura uw, v, prendiamo per ® una soluzione del 
sistema (D) $ 12, che nelle attuali coordinate «, v diventa: 

















0v\iE Ou IE du G Ov 
aa VE È VG (47) 
je See 12 
du\/G dv TARA dv VE Qu 
(= DE |.) REA 
0v\/G Ov VE du VE Ou ri | 
Determinando poi W dalle (B) § 11, cioè dalle 
0 W 10 9, 0 Wg Fl eee 
Ge n ee 
avremo, per la (E) $ 12: 
1 0 D? 1 OD: we 
alae] talgs) —2" W- Kb +6. (49) 


Consideriamo ora la superficie & inviluppo dei piani normali alle linee 
D = cost. sopra S; le coordinate Evans eG di un suo punto mobile saranno 
date, secondo le (33*) § 13 da 


pot {hex + XX | (50) 


colle formole analoghe per n, £. 
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Derivando ed osservando le (47) e le (34) § 14 otteniamo: 





ope cathy Er ec À 
Calcolando di qui l’elemento lineare di > 
dst=d5+dyg+d%, 
coll’osservare la (49) e le (45), (45*) $ 16, otteniamo : 
Fa (2nW— K 0? + c4 n°) Ca 2ndbdbdW+ d'dW® (51) 


Considerando dapprima il caso particolare in cui # — 0, questo elemento 
lineare 
(e— Ko) do: + td W? 


seen 
Ts Ken 





(51*) 


appartiene ad una superficie di rotazione, e precisamente alle complementari 
delle superficie a curvatura costante (*). Per vedere la cosa con maggiore 
chiarezza osserviamo che per n = 0 il sistema (D) $ 12 si riduce ad un ben 
noto sistema considerato da Weinaarten (cf. Lezioni, pag. 525) e le linee 
® — cost. sopra S sono un sistema di circoli paralleli. Dunque in tal caso la 
superficie & inviluppo dei piani normali delle linee ® non è altro appunto 
che la complementare di S rispetto alle geodetiche ortogonali. 





(*) Anche in questo caso si può assegnare una quadrica di DarBoux coll’ elemento 
lineare del testo. Se si pone infatti: 
W NE -, C+ Ko? — Ww? 
ÉD: Yi: U © Oar K D ’ 
il dst=da*?4+(dy+idz) (dy—idz) assume appunto la forma (51*) del testo. Eli- 
minando W, ® dalle précedenti, si ha l’equazione della quadrica in discorso: 


1 
oe? + y? + 22@—c(y+iz)l?—_—=0. 
K 
Se c=0 (cid che vincola X ad avere un valore negativo se si vuole un ds? reale) abbiamo 
una sfera immaginaria. Quando c=|=0 la quadrica iperoscula in un punto il circolo im- 
maginario poichè l’equazione in A, costruita come al $ 9, diventa (A + 1)*=0. 
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Supponiamo ora n=!=0 e dimostriamo che l’elemento lineare (51) è ri- 
ducibile allora alla forma tipica (III), indipendente da c e da n (*). Proce- 
dendo perciò come al § 17 osserviamo che le linee di © le cui tangenti rie- 
scono parallele alle normali di S sono ancora qui le linee ® = cost., a causa 
delle (50*), mentre le loro traiettorie ortogonali hanno l’equazione differen- 
ziale 


nd®=9dW. 
Dopo ciò pongasi 


Deere W=n(v—u——, 


determinando la costante « da 


l’elemento lineare (51) diventerà 


ds? = edu +} 2 (0 er — dv, 


che ha precisamente la forma tipica (III) con A =} 
In fine che la superficie © inviluppo d’elemento lineare (III) stia colla S 
uella relazione riehiesta si vede come ai paragrafi precedenti osservando che 


i valori di A,-T sono A=\G, T= /E. 


SS; 
SULLA INTEGRAZIONE DEL SISTEMA (D). 


Si è già sopra osservato che il sistema (D), da cui dipende la ricerca 
delle superficie = d’elemento lineare (III) derivate da una data superficie S 
a curvatura costante X, si riduce per n= 0 al sistema considerato da Wem- 
GARTEN : 


pi=— KEY, de=—KFY, ya=—KGyW, (D*) 





(*) Direttamente si vede quest’ uitima cosa osservando che quando n=|=0, mutando 
W in W+ cost. si può fare c= -- n; indi cangiando D, W in n D, n W si rende n= 1. 
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per la cui integrazione completa basta, come è noto, la conoscenza delle linee 
geodetiche di S (Lezioni, |. e.). Supponiamo appunto note le geodetiche so- 
pra S ed integrato quindi il sistema (D*) di Weineartey; il metodo della 
variazione delle costanti arbitrarie permetterà di dedurne con quadrature la 
soluzione più generale del sistema (D) per n==0. Questo risultato, che di- 
scende dalle proprietà generali dei sistemi lineari, stabiliamo qui direttamente 
come segue. 

Siano di, de, ds, tre soluzioni linearmente indipendenti del sistema omo- 
geneo (D*) di WeincaRTEN e quindi tali che il determinante 














di de bs 
Oh Ove Os 
i= Ou Ou Ou 
Oh Oh 2% 
0 v Ov dv 


non sia nullo. Dalla derivazione di A, avendo riguardo alle (D*), si trae 
OA LL 12 
ial 1 +] 2 (|a 
OA 22 12 
| se ttaitia i} 
‘e quindi per note formule (Lezioni, pag. 91) 
A= kVEG—f?, | (52) 
indicando & una costante (*). | 


Applicando il metodo della variazione delle costanti, poniamo la soluzione 
generale ® del sistema (D) sotto la forma 


O= Ci hi + Code + Ce ds, 


cercando di determinare C,, C,, C; in funzione di #, v dalle equazioni: 


RC 0 C2 0 C 
PA eet a eee 
0 Ci Ov È Os 0 Cs Ov: 











Ove ca: 
du du LE Zus du du nd 


(*) Alterando una delle tre soluzioni per un fattore si potrà dare a & un valore pre- 
fissato qualsiasi. 
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Su Pes CPE a 
0 Ci 0 Ce è C 

De LEO Ceneri eo 

0 Cı Ou 0 Ce Ove 0 Cs Obs 














dopo di che appunto la ® verrà a soddisfare al sistema (D). Ora dalle pre- 
cedenti, osservando la (52), si traggono per le due derivate di ©, i valori: 





0 te ds 0 de ds 

BR ss n D Ove Ovs OC, _ nus D) Ove Os 
du KVEG—F Ou Ou |» 0% “LVEG— Ft du du (53) 

, Oyı O Ya 1 Ove 0 Ÿs 

D Fo dv Doe Fo 


e analogamente per C,, C; con rotazione degli indici 1, 2, 3. D’altronde la 
condizione d’integrabilitä delle (53) risulta identicamente soddisfatta in virtù 
delle equazioni (D*) cui soddisfano 4,, ys e delle equazioni di Copazzi scritte 
sotto la forma (IV*) pag. 91 delle Lezioni e si avrà così con una quadra- 
tura C,, alla quale è da aggiungere una costante assoluta arbitraria c,; ana- 
logamente dicasi per C,, Cs. 

Per tal modo abbiamo stabilito il teorema : 

Da una superficie S a curvatura costante K, sulla quale siano note le 
linee geodetiche, si ottengono con tre quadrature © superficie & derivate di 
elemento lineare (III): 


ds°=e-?0du° + 1 2(0v— u)e-® — + dv. (III) 


Come esempio prendiamo per superficie S la pseudosfera di raggio 
=1(K=-1,, riferita alle sue linee di curvatura w, v colle formole 


„sen = 0089 
ae och 








>» z=u-—tehu. 


L’elemento lineare essendo 


dv? 
ee et 9 
cosh? « 


ds? = tgh° ud u* + 
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per le tre soluzioni particolari ¢,, Ye, ds del sistema (D*) possiamo pren- 
dere qui 

1 v 
TPR LT i or JR 





= + cosh u. 


Eseguendo le indicate quadrature, osservando che è qui n=2, troviamo 
per la soluzione più i ® del sistema (D): 


3 7 — senh u + c, u, + cs do + cs ds 





e dalle (50) calcoleremo la corrispondente superficie 3. Così, facendo 
Ci C3 — 0, c.= 1 troveremo: 


pas cosh u cos v cosh « sen v 
== Fey — 3 
u + v — senh u cosh u ey + v — senh u cosh u 


et Nae 








2 cosh? % 
u + v — senh u cosh u 


§ 20. 
INTERPRETAZIONE GEOMETRICA DEL SISTEMA (D). 


Il sistema di equazioni simultanee (D) è suscettibile di una notevole in- 
terpretazione geometrica, che viene a collegare le superficie & d’elemento li- 
neare (III) con quei sistemi tripli ortogonali più generali, contenenti una fa- 
miglia (S) di superficie a curvatura costante, la cui teoria è svolta nel Ca- 
pitolo XX delle mie Lezioni. 

Supponiamo di avere un tale sistema triplo ortogonale, ove ciascuna su- 
| perficie S della famiglia (S), individualmente considerata, ha costante la cur- 
vatura X, ma il valore di K varia (con continuità) variando la superficie S 
nella zio Il segmento infinitesimo di normale alla S intercetto dalla su- 
perficie successiva è proporzionale ad una funzione ® che soddisfa al si- 
stema (D), poichè a queste riduconsi appunto le equazioni di Lami nel caso 
attuale (Lezioni, |. c.). Ora la superficie x d’elemento lineare (III) era l’in- 
viluppo dei piani normali alle linee ® = cost. sopra S, cioè alle linee di equi- 
distanza. D'altronde i piani normali di queste linee coincidono, per un noto 
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teorema (Lezioni, pag. 465), coi piani osculatori nei punti di S delle curve 
traiettorie ortogonali della famiglia S. Siamo dunque pervenuti alla seguente 
singolare proprietà dei sistemi tripli ortogonali in discorso : 

In qualunque sistema triplo ortogonale, contenente una famiglia (8) di 
superficie a curvatura costante, à piani osculatori nei punti di una superficie S 
a curvatura costante K delle curve traiettorie ortogonali della famiglia (8) 
inviluppano una superficie & d’elemento lineare I 


ds = e- du + | 2(p—wet— |dor, (ID) 


dipendente unicamente dal valore di K. | 
Così la classe completa delle superficie Z con questo elemento lineare, 
ovvero delle superficie applicabili sulla quadrica di Darsoux (§ 9) 


ut +22t—Qny—Qine—Biye—— =0, 


osculanté in un punto il circolo immaginario all’infinito, viene a dedursi, con 
una costruzione geemetrica, dai sistemi tripli ortogonali contenenti una fa- 
miglia di superficie ciascuna delle quali è a curvatura costante. 


x 


Viareggio, Settembre 1900. 





L’Ingegnere Cavaliere Cristiano Rebeschini, colpito da improvviso 
malore, si spense il 17 maggio 1901. Dapprima collaboratore dei Bernardoni, 
poi loro successore quale proprietario della rinomata Ditta tipografica e quale 
editore degli Annali di Matematica, egli continuò a dedicare le cure più as- 
sidue e disinteressate a questo Periodico che gli era sempre stato carissimo, 
e del quale per tanti anni erasi occupato con zelo ed amore. 

Al compianto generale per la repentina scomparsa del Rebeschini, si 
unisce il nostro vivissimo; e tale rimpianto non nasce in noi soltanto dalla 
convinzione di avere in lui perduto un laborioso e intelligente collaboratore 
degli Annali, ma anche e più da memore affetto per l’amico, che una lunga 
dimestichezza ci aveva insegnato ad apprezzare, e per l’uomo buono, integer- 


rimo, che aveva saputo cattivarsi e meritarsi la stima universale. 


La DIREZIONE. 
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Sopra alcune questioni fondamentali 
nella teoria delle superficie algebriche. 


(Di G. CasteLnuovo, a Roma e F. Exnriques, a Bologna.) 


iff questa Memoria ci siamo proposti di esporre i resultati di alcune 
ricerche che abbiamo ultimamente compiute intorno alla teoria delle superficie 
algebriche. Ma poiché i nuovi resultati a cui siamo pervenuti si appoggiano 
sopra quelli precedentemente raggiunti, dai quali è occorso rimuovere qua € 
là inutili limitazioni, ci trovammo costretti ad allargare il primitivo propo- 
sito esponendo al lettore un quadro di tutti o quasi tutti i più essenziali re- 
sultati che abbiamo ottenuto in questa teoria, da sette anni fino ad oggi. 

Naturalmente abbiamo riferito i teoremi colle spiegazioni necessarie, la- 
sciando però da parte quelle dimostrazioni che era affatto inutile di ri- 
produrre. 

Il metodo di esposizione da noi tenuto speriamo possa: contribuire alla 
chiarezza della lettura, giacchè esso rende, a nostro parere, accessibile il la- 
voro anche a chi non abbia alcuna conoscenza speciale dell'argomento. 

Crediamo utili tuttavia poche parole d’introduzione per spiegare a quale 
scopo sieno dirette le nostre ultime ricerche, ed a quali nuovi resultati esse 
ci abbiano condotto. 

Nello studio dei sistemi lineari di curve tracciati sopra una superficie è 
fondamentale la nozione del sistema aggiunto ad un sistema lineare dato ($ I). 

Partendo da un sistema | C | e costruendo il suo aggiunto | C’ |, l’aggiunto 
di questo (2° aggiunto) | C’’|, e così continuando, si ottiene una serie gene- 
ralmente illimitata di sistemi lineari 


earn (COPS... 

e dalla considerazione di questa scaturiscono i caratteri e 1 sistemi di curve 
invarianti per la superficie ($ Il). 
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In casi particolari la serie sopra nominata si arresta ad un ultimo si- 
stema aggiunto | C|; si ha allora un processo di riduzione che si è già ri- 
velato utile nello studio delle superficie razionali (involuzioni piane, e condi- 
zioni di razionalità). 

Determinare tutte le superficie sopra cui il procedimento di aggiunzione 
si estingue, è la questione fondamentale che ci siamo proposti. 

La risposta a tale questione è che tutte le superficie dotate di questa 
proprietà sono riferibili a riyate (razionali o no). 

Da questa risposta, che comprende come casi particolari i vari resultati 
già ottenuti col metodo di riduzione sopra nominato, seguono due ordini di 
nuove conseguenze : 

1) Conseguenze relative alle condizioni di trasformabilità di una su- 
perficie in una rigata ($$ V e VI), dalle quali si deducono in particolare 
le note condizioni di razionalità (§ VI, n.° 23);. 

2) Conseguenze relative alla teoria generale delle superficie, segnata- 
mente la possibilità di eliminare le curve eccezionali per ogni superficie che 
non appartenga alla famiglia delle rigate, e gli sviluppi che si riattaccano 
alla nozione del genere lineare ($ V, n.° 18 e $ VI). 

In luogo di un più ampio resoconto di tali resultati porgiamo al lettore 
un indice particolareggiato della Memoria, richiamando specialmente la sua 
attenzione sopra le questioni risolute nel $ V, le quali fanno fede (se non 
c'inganniamo) dei progressi portati da queste nuove ricerche nella teoria delle 
superficie algebriche. 
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I. PRIME PROPRIETÀ DEI SISTEMI LINEARI DI CURVE SOPRA UNA SUPERFICIE. 


1. Le considerazioni che seguono si riferiscono alla geometria sopra 
una superficie algebrica F, che supponiamo appartenere ad un certo spazio S, 
a r=3 dimensioni, ed essere priva di punti multipli. 

Questa ipotesi non porta invero alcuna restrizione al nostro studio, giacchè 
ogni superficie data, con singolarità qualunque, può essere birazionalmente 
trasformata in un’altra, appartenente ad un S, con "= 5, priva di singolarità (*). 

Sopra F considereremo sistemi lineari | C| di curve (algebriche) C, ai 
quali generalmente non verranno imposti dei punti base; ed ogni sistema | C| 
verrà considerato nella maggiore ampiezza possibile, cioè completo (0 normale), 
per modo che non esista alcun sistema lineare di curve dello stesso ordine 
contenente | C |. Qui importa ricordare che una qualunque curva (totale) C de- 
termina il sistema completo cui appartiene (**). Assegnando dunque, sopra F', 
un sistema lineare |C|, supporremo, ove la scelta sia arbitraria, che le 
curve C sieno irriducibili, oo! almeno, e non passino per alcun punto fisso 
(punto base). 

Noi in seguito dedurremo dai sistemi lineari irriducibili e privi di punti 
base, scelti su F', nuovi sistemi lineari, mediante certe operazioni; ma queste 
saranno di tal natura che i nuovi sistemi costruiti non dovranno mai avere, 
a priori, dei punti base, per effetto delle operazioni stesse. Riservandoci di 
fissare, fra un momento, le operazioni di cui si tratta, avvertiamo subito che 
‘colle condizioni enunciate non si esclude : 

1) che i sistemi costruiti, cot almeno, pur essendo composti di curve 
irriducibili, abbiano dei punti base accidentali, i quali però si debbono ri- 


(*) Allo studio di una siffatta trasformazione sono rivolti i noti lavori dei Sigg. NoETHER, 
DeL Pezzo, SEGRE, Picarp, B. Levi, E, sebbene il procedimento seguito da questi geo- 
metri vada soggetto talvolta a qualche limitazione, 0, per alcuni, non appaia affatto 
immune da critiche, così da porgere una dimostrazione luminosa del resultato, valida per 
tutti i casi di singolarità complicate, noi ci teniamo egualmente sicuri della esattezza 
della conclusione, alla quale si può giungere per molteplici vie. Ad una di queste vie 
accenniamo nell’articolo sulle Superficie algebriche scritto per la Encyklopädie der Mathe- 
matischen Wissenschaften. 

(#*) Cfr. ENRIQUES, Introduzione alla Geometria sopra una superficie algebrica. Me- 
morie della Società italiana delle Scienze (dei XL), (serie III), tom, X, 1896, $$ 9, 11, 
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guardare come virtualmente non esistenti, nel senso che verrà precisato più 
tardi; | 

2) che i sistemi costruiti come si è detto, oo! almeno, riescano com- 
posti di curve riducibili, la quale ipotesi dà luogo a due casi (*): 

a) che le curve del sistema si compongano di un certo numero di 
componenti fisse, e di componenti variabili irriducibili (costituenti un sistema 
lineare irriducibile virtualmente privo di punti base su F'); 

b) che le curve del sistema, all’infuori di eventuali componenti fisse, 
sieno composte ciascuna di più curve variabili di un fascio, lineare o no 
(sistema oo! di curve tale che un punto di F appartenga ad una curva del 
sistema), il fascio essendo ancora virtualmente privo di punti base; 

3) che i sistemi indicati sieno 00°, cioè constino di una sola curva 
(irriducibile o no). 

La convenzione di riguardare come virtualmente non esistente un punto 
base accidentale A di un sistema lineare |C| costruito su F, si traduce nella 
seguente : 

Se la superficie F' viene trasformata in un’altra superficie F*, per modo 
che al punto A di F' corrisponda su F* una curva a* (curva eccezionale), 
la curva a* si deve riguardare come facente parte di tutte le curve trasfor- 
mate delle C. : 

Questa convenzione porta di conseguenza altre convenzioni relative al 
modo di valutare i caratteri di | C|, le quali verranno esposte tra poco. 

Cominciamo a stabilire la natura delle operazioni che intendiamo ese- 
guire sui sistemi lineari dati su F. 

Anzitutto opereremo per somma e per sottrazione. 

Dati due sistemi lineari (completi) | C| e | K|, dicesi sistema somma di 
essi, e designasi con | C + K]|, il sistema lineare completo contenente tutte 
le curve composte di una C e di una K; questo sistema è irriducibile se 
sono irriducibili | C| e | K|, a meno che questi non coincidano in un unico 
fascio; esso è privo di punti base, tali essendo | C| e | K]. 

Dati due sistemi lineari | C| e | K|, e supposto che | C| contenga par- 
zialmente | K| (vale a dire che una e quindi ogni curva K formi parte di 
una o più curve C), dicesi sistema differenza |C— K]| (o residuo di | K| 
rispetto a |C}) il sistema completo costituito dalle curve che insieme ad 
una K compongono una C; questo sistema |X| riesce indipendente dalla 


(*) Cfr. EnRIQUES, l. Ca $ > 


x d 
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curva K considerata (*), e può definirsi mediante l’equazione simbolica 
| K+ X|=|C}. 


Nella sottrazione possono ottenersi sistemi riducibili, comunque si operi 
su sistemi irriducibili; inoltre, pur essendo | C| privo di punti base, | C— K 
può avere dei punti base accidentali, che in ogni caso debbono riguardarsi 
come virtualmente non esistenti. 

Ad ogni sistema lineare | C| competono tre caratteri fondamentali: la 
dimensione, il genere, il grado, invariabili per una trasformazione birazionale 
della superficie. 

Relativamente al genere e al grado occorrono le seguenti spiegazioni : 

1) Il genere d’un sistema lineare | C'|, irriducibile e privo di punti 
base, è il genere x di una curva C generica. Se | C|, ancora irriducibile, 
possiede dei punti base di molteplicità 7,,7:..., si debbono distinguere il ge- 
nere effettivo di |C |, cioè il genere x di una C generica, ed il suo genere 
virtuale calcolato in armonia colla convenzione di riguardare i punti base 
di |C| come virtualmente non esistenti; quest’ultimo carattere verrà dato da 





.J(f—-1 
TT + >: au . 
2 
Se | C| è riducibile, il suo genere (virtuale) dovrà essere valutato me- 
diante la formula 


qr=Tqtt+a +1, 


che dà il genere di una curva composta di due componenti aventi rispetti- 
vamente i generi m,, 7», € secantisi in 2 punti. 

Questa formula, estesa al caso di più componenti, permette di determi- 
nare il genere di | C| comunque riducibile; tuttavia se in | C| comparisce 
una componente fissa y, contata più volte, occorre considerare il numero ü 
delle intersezioni di y con sè stessa calcolato in base alla nozione sotto 
esposta di grado virtuale d’un sistema lineare. 

Se si sommano due sistemi lineari | C,|, | C.|, i cui generi valgano ri- 
spettivamente z,, n,, e dove una C, e una C, si seghino in è punti, si cal- 
colerà il genere di | C, + C,| mediante la formula indicata innanzi 


mr=m+rm+i—tl. 


(*) Enriques, 1. c., § 13. 
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Qui è opportuno ricordare il seguente principio che si appoggia sopra 
ragioni di continuità e di connessione, e di cui faremo uso frequente: 

Se una curva generalmente irriducibile, di genere x, varia in un sistema 
continuo, e per una posizione particolare si spezza in due componenti di- 
stinte, queste hanno almeno un punto comune, fuori dei punti base eventuali 
del sistema, e quindi ogni componente parziale di quella ha il genere = n. 

2) Il grado d’un sistema lineare oo! almeno, privo 
di punti base su F’, è il numero n delle intersezioni di due curve C gene- 
riche. Se | C], pur essendo irriducibile, ha dei punti base, conviene di- 
stinguere il suo grado effettivo, cioè il numero n delle intersezioni variabili 
di due C, ed il suo grado virtuale cioè il numero totale delle intersezioni di 
due C, ove un punto base 7? viene computato per j* intersezioni; questo 
secondo carattere n + £ )° è quello cui ci riferiremo generalmente, d’accordo 
colla convenzione di riguardare come virtualmente non esistenti i punti base 
di | C|. 

Ma la definizione esposta non ha più senso se | C| è riducibile, conte- 
nendo delle parti fisse. 

Ecco come si definisce in questo caso il grado (virtuale) di | C |. 

Osserviamo anzitutto che se |C,|, | C,| sono due sistemi lineari irridu- 
cibili, 1 cui gradi valgano rispettivamente m,, n,, e se si designa con è il nu- 
mero delle intersezioni di una C, con una C,, il grado di | C, + C,| vale 


N=n,+n, +21. 





Ora se | C,| è un sistema lineare riducibile, si può sempre determinare, 
in infiniti modi, su 7 un sistema irriducibile | C.| in guisa che | C, + C,| 
riesca irriducibile ; si dimostra poi che il valore di n, tratto dalla formula 
precedente è indipendente dalla scelta arbitraria di | C, |, e si definisce questo 
valore come il grado (virtuale) di | C,| (*). Questa definizione vale anche 
se |C,| è 00°; resta così fissato che cosa s’intenda colla locuzione « numero 
delle Ba di una curva con sè stessa n. È perd da avvertire che 
questo numero può ben essere negativo, mentre esso è =O se la curva ap- 
partiene ad un fascio. 

La definizione del grado Finale rende sempre valida la fotmula data 
innanzi 


N=n,+n, + 24, 


(*) Exriques, l. c., § 15. 
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la quale esprime in ogni caso il grado del sistema somma di due sistemi dati 
su F, comunque riducibili. 

Termineremo questo paragrafo ricordando due nozioni fondamentali per 
lo studio delle superficie e dei sistemi lineari sopra di esse: + 

a) Curva fondamentale per un sistema lineare | C |, virtualmente privo 
di punti base sopra la superficie F, è una curva che non ha alcuna interse- 
zione colle curve C del sistema. 

Se al contrario | C| si considera come dotato di punti base assegnati, 
deve riguardarsi come curva fondamentale per esso ogni curva di FÆ che non 
seghi le C fuori dei punti base del sistema. 

b) Curva eccezionale è una curva y di F la quale può essere trasfor- 
mata in un punto semplice mediante un’opportuna trasformazione birazionale 
della superficie. 

Se si designa con F* la superficie trasformata di F, e con G* il punto 
di #* che corrisponde alla curva y di F, avremo te al sistema lineare 
delle curve C, sezioni, piane o iperpiane di F’, corrisponderà sopra F* un 
sistema lineare | C*| avente G* come punto base. Ed il punto G* dovrà ri- 
guardarsi come un punto base assegnato per | C* |, non già come virtualmente 
inesistente, giacchè altrimenti, ritornando ad F’, si sostituirebbe al sistema 
dato | C| composto delle curve sezioni di Æ, il sistema composto delle C e 
della curva fissa y. 

Questa osservazione mostra che mentre si può prescindere affatto dalla 
considerazione di sistemi dotati ti punti base assegnati, finchè si rimane sopra 
una superficie data F', cid non è più lecito quando si consideri insieme ad F' 
una sua trasformata F*, a meno che, nel passaggio da ad F*, non si 
cambi simultaneamente il sistema delle nostre convenzioni. 





2. Accanto alle operazioni di addizione e sottrazione applicate ai si- 
stemi lineari dati su /, introdurremo ancora l'operazione (aggiunzione) che 
fa passare da un sistema lineare dato |C|, al suo sistema aggiunto ELLI: 

Quando |C| è un sistema irriducibile oo”, con r = 2, privo di punti base 
e di curve fondamentali, su Æ, le curve C' aggiunte a | C| sono definite 
dalla sola condizione di segare gruppi canonici, cioè gruppi delle serie gZ7', , 
sulla curva C generica supposta di genere x; (viene eccepito soltanto il caso 
in cui fra le oo” C ve ne sieno oot! riducibili) Le curve C’ (quando esi- 
stono) formano sempre un sistema lineare completo, virtualmente privo di 
punti base su /, che dicesi sistema aggiunto a | C|. 


Annali di Matematica, Serie III, tomo VI, 23 
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Essendo |C| e | K| due sistemi lineari, soddisfacenti alle condizioni dette 
innanzi, sussiste la relazione fondamentale (*) 
I(C+ KY|=|C+K'[=|C'+K], 
dove col simbolo |(C + X)'| si denota il sistema aggiunto a | C + K|, ecc. 
Questa relazione, estesa a tutti i casi, in cui non figurano punti base, 
permette di definire in modo determinato il sistema lineare aggiunto ad un 


qualsiasi sistema lineare | C|, virtualmente privo di punti base, su #, anche 
quando | C | abbia delle curve fondamentali, o sia riducibile ecc. 


L'operazione di aggiunzione applicata a sistemi lineari virtualmente privi 
di punti base, su I, porta sempre (quando è effettuabile) a sistemi lineari 


del pari virtualmente privi di punti base. 

Accanto al sistema | C'| aggiunto a | C| si può considerare |’ aggiunto 
di esso | C’’| (2° aggiunto a |C|) e così via; vale allora anche per gli 7-mi 
aggiunti di due sistemi lineari qualunque | C| e | X], virtualmente privi di 
punti base su F', la relazione fondamentale 

(C+ K}|=|C+Ki|=|0#+K], 
sotto la sola condizione di esistenza dei sistemi designati dai simboli. 

Se un sistema lineare | C| dato sopra F' possiede un punto base h-plo, 
che si consideri non più come virtualmente inesistente, ma come assegnato, 
il sistema aggiunto | C'| verrà definito aggiungendo la condizione che questo 
punto sia (A — 1)-plo per le curve C’. 

Premesso ciò, si può osservare il carattere invariante della operazione di 
aggiunzione, e la limitazione a cui tale invarianza è vincolata : 

Se F ed F* sono due superficie senza singolarità, in corrispondenza bi- 
razionale, e |C |, |C*| sono due sistemi lineari omologhi sopra di esse, al 
sistema |C'| aggiunto a |C| su F’, spogliato delle sue eventuali componenti 
eccezionali aventi per immagini punti di F'*, corrisponde su F* il sistema 
ROSS aggiunto a |C*] spogliato delle sue eventuali componenti eccezionali 
aventi per immagini punti di J’ (**). 

Ritornando alla superficie F e ad un sistema |C| privo ay punti base 
sopra quella, è utile notare pel seguito come si riesca ad esprimere il grado n’ 
del sistema aggiunto |C’| in funzione del genere 7’ di questo e del genere 
r di | Cf. Vale precisamente la formola 


Nn=r+n—2. 


(*) Enriquus, 1. c., cap. III, IV e particolarmente $ 27. 
(**) Cfr. EnRIQUES, 1. c., § 25. 
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Questa si giustifica formando il sistema | C + C'| che ha il genere 
mr (2m — 2) —1—37 +7 —3, ed ha per sistema aggiunto |2 C’ |; 
calcolando il numero delle intersezioni di una curva di questo con una curva 
di quello, si perviene all’uguaglianza 


V 2(207—2)4+2n —=2(387r +7 Pole 


donde segue subito la formola da dimostrare. 


II. CARATTERI INVARIANTI DELLE SUPERFICIE, 


3. Alla nostra superficie # appartengono due serie di caratteri inva- 
rianti per trasformazioni birazionali : caratteri geometrici e caratteri arit- 
metici. 

I caratteri geometrici che vogliamo considerare sono il genere py ed i 
plurigeneri Pi(P,= py). Essi possono definirsi nel seguente modo: 

Consideriamo su F' due sistemi lineari | C|, |K| ed i successivi aggiunti 
di essi | C'|, |C"]|..., e rispettivamente | X’|, |K"|... Si ha, per la rela- 
zione fondamentale, 


[K+ Ca (C+ Kl, 
e quindi sussiste la relazione simbolica 
[Ci—C|=|Ki— K|. 


a 


Essa dice che « se un sistema | C| è contenuto nel suo 7-mo aggiunto, 
la stessa proprietà spetta ad ogni altro sistema | |, ed il sistema residuo è 
indipendente dal sistema da cui si parte ». 

Questo sistema lineare 


foto 


avrà dunque carattere invariante rispetto alle trasformazioni birazionali della 
superficie, purché si prescinda dal fatto che una siffatta trasformazione pud 
aggiungere o togliere al sistema certe componenti fisse eccezionali (cfr. n.° 2). 

Siccome « ogni curva eccezionale della superficie # compare, contata 7 
volte, come componente fissa di | Cé— C|», così potremo dire: è! sistema 
| Cé— C| spogliato delle curve eccezionali della superficie F che entrano in 
esso come componenti fisse, ciascuna è volte, ha (quando esiste) una relazione 
invariante colla superficie. 
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Questo sistema 
| | Cl/=|7C'—2C}, 


spogliato delle sue componenti eccezionali, secondo la convenzione ora fatta, 
sarà detto il sistema t-canonico della superficie (sistema canonico quando 
î= 1); il numero delle curve 7-canoniche linearmente indipendenti è un ca- 
rattere invariante della superficie F, che si designa con P;, e vien chiamato 
lo i-genere di F (o semplicemente il genere pg per à = 1; bigenere per 
i==2, ecc.) (*). 

Quando il genere py è maggiore di 0, si ha, a fortiori, P.> 0, Ps>0... 
Invece può essere py =0, e /,>0 come si ricava da effettivi esempi. In 
generale si deve ammettere che possano annullarsi tutti i plurigeneri fino ad 
un certo ordine ©, ma non P;; allora fra i plurigeneri successivi saranno 
certo non nulli almeno P.;, Pa... È infine utile notare che se per una su- 
perficie F uno dei plurigeneri Pi è maggiore di 0, per ogni sistema lineare 
di genere x e grado n appartenente ad F', si ha sempre 


n=2r—2, 


comunque i caratteri n e x s’intendano definiti, in senso virtuale, o in senso 
effettivo. Segue di qui che tutti i plurigeneri sono nulli per le superficie con- 
tenenti un fascio di curve razionali (rigate), e così per le superficie conte- 
nenti un fascio di curve ellittiche dotato di qualche punto base, in generale 
per le superficie contenenti un sistema lineare per cui 


n>27r— 2. 


Quando esistono effettive curve i-canoniche, 1 caratteri di esse forni- 
scono nuovi caratteri geometrici della superficie (cfr. n.° 20). 

I plurigeneri della superficie F sì possono definire anche nel modo se- 
guente : 

Si proietti F (da punti esterni generici) in una superficie F, dello stesso 
ordine n nello spazio ordinario S;, in guisa che /, sia dotata soltanto di curva 


(*) L’invarianza del sistema canonico e quindi del genere è stata stabilita algebrica- 
mente dal sig. NoeTHER nella Memoria Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens, Mathem. 
Annalen Bd. 2, 8. L’invarianza delle curve pluricanoniche e dei plurigeneri è stabilita da 
ENRIQUES I. e., $ 39. Esempi di superficie con pg = 0, P,>0 sono stati dati da ENRIQUES 
l. c.; CASTELNUOVO, Sulle superficie di genere zero, Memorie della Società ital. d. Scienze 
(dei XL) (serie III), t. X (1896); EnRIQues, Sui piani doppi di ‘genere lineare pi = 1, 
Rendic. Accad, dei Lincei, 1898, 
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doppia e di punti tripli che siano tripli anche per la detta curva. Allora le 
curve 7-canoniche (all’infuori di eventuali curve eccezionali) si possono co- 
struire segando /, colle superficie <-aggiunte d ordine è (n — 4). 

S’intende per superficie i-aggiunta ad F, una superficie ©, che passa per 
la curva doppia di F,, e sega /, nell’intorno della detta curva come se pas- 
sasse 7 volte per essa; dunque sono aggiunte (semplici) a F’, le superficie 
passanti semplicemente per la sua curva doppia; sono biaggiunte le superficie 
passanti per essa doppiamente ; sono triaggiunte le superficie che passano dop- 
piamente per la curva doppia di F, e toccano le due falde di F,, ecc. 

Abbiamo così che P; è il numero delle superficie Din-4, d'ordine 
i(n—4), i-aggiunte ad F,, che sono linearmente indipendenti, e tali che 
nessuna superficie del sistema lineare da quelle determinato contenga la F,. 

4. Tra 1 caratteri aritmetici della superficie 7”, ha importanza fonda- 
mentale il genere aritmetico 0 numerico che indicheremo con pa (0 pa). Ri- 
ferendoci alla nominata proiezione F', di F in S;, il pa viene definito come 
il valore aritmetico della espressione che indica, in base ai caratteri della 
curva doppia di F,, quante sono le superficie ®,-,, linearmente indipendenti, 
aggiunte ad ,, nell'ipotesi di validità delle formule di postulazione di Nor- 
THER (*). Questa definizione è legata alla circostanza che F’, è dotata di sin- 
golarità ordinarie (anzi di sola curva doppia e punti tripli). 

Il genere aritmetico pg può essere definito indipendentemente da questa 
particolare rappresentazione della superficie F’, nel seguente modo: 

Si consideri su F un sistema lineare irriducibile, oo? almeno, | C\, e 
si indichino con di, 9%, d,,... le deficienze delle serie lineari di gruppi di 
punti segate su una C generica dai sistemi di curve 

IO MAO LO 
sussiste allora l'uguaglianza fondamentale 
Pg — Pa = = dì (**). 

Questa uguaglianza, quando si sia provata l’invarianza del 2.° membro, 
definisce il carattere invariante pa, essendo già stabilita l’invarianza di p, 
(genere geometrico). 


Si hanno pure due teoremi che pongono in Ie l’invarianza ed il si- 
gnificato della differenza py — Pa, e quindi del genere numerico pa: 





(*) Cfr. Nouruer, Sulle curve multiple di superficie algebriche, Annali di Matematica 
(serie 2), tom. V (1871). 
(**) ENRIQUES, Introduzione ..., citata, § 40, 
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La deficienza della serie (canonica) segata sopra la curva generica d’un 
sistema lineare irriducibile | C| dal sistema aggiunto | C'| ammette come 
massimo Pg — Pa (*), ed esistono sistemi in relazione. ai quali il massimo è 


a 


raggiunto; dunque la dimensione di | C’| è sempre 


= Pa +T— 1 


designando con x il genere di | C| (essa è d’altra parte =p,+r— 1). 

La deficienza della serie caratteristica d’un sistema lineare irriduci- 
bile | C | (serie segata sopra una C generica dalle altre C) ammette come 
massimo Pg — Pa, ed esistono sistemi per i quali il‘ massimo è raggiunto (**). 

Da quest’ ultimo teorema segue, come corollario, la estensione alle super- 
ficie del notissimo teorema di Riemann-Rocg, che per i sistemi non speciali 
di curve, cioè non contenuti nel sistema canonico,:si enuncia nel modo se- 
guente (***): 

Se |C | è un sistema lineare irriducibile, non speciale, di genere x, grado n, 
dimensione r, appartenente ad una superficie di genere numerico pa, sussiste 
la relazione 


ra=an_-qnt+14 pa. 


Designeremo brevemente il teorema precedente col nome di teorema di 
Riemann-Roon per, le superficie. 
Esistono sistemi (non speciali) per i quali sussiste |’ uguaglianza 


rana +14 Pa; 


tali sistemi diconsi regolari. Si possono anzi costruire sistemi regolari di di- 


mensione alta quanto si vuole, giacchè si dimostra che è regolare il sistema 
|(h K)'| aggiunto al multiplo secondo A di un sistema | X | irriducibile, al- 


meno oo’, purchè À sia sufficientemente elevato; basta p. e. prendere 


h> Pg — Pa. 


(*) ENRIQUES, I. c. 
(#*) CASTELNUOVO, Alcune proprietà fondamentali... Annali di Matematica (serie 2), 
tom. XXV (1897), n.° 29 e seg. 

(#**) Questo enunciato relativamente al caso py = pa (superficie regolari) si trova in 
una Nota del sig. NOETHER, Comptes Rendus de l’Ac, d. Se., t. CIII, 1886. Della sua giustifi- 
cazione, sempre pel caso delle superficie regolari, si è occupato ENRIQUES, Ricerche di 
geometria sulle superficie algebriche, IV, 2, Memorie dell’ Accad. delle Scienze di To- 
rino (1893). La dimostrazione generale del teorema fu data da CASTELNUOVO, l. c., n.° 34, 





r 
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Le due proprietà più notevoli di un sistema regolare sono (*): 

1) la serie caratteristica di un sistema regolare ha la deficienza mas- 
sima Pg — Pa; | 

2) la serie segata dal sistema canonico sopra ogni curva di un si- 
stema regolare è completa. 

L’ultima proposizione per le superficie che hanno il genere geometrico 
pg= 0 dice che 2°) la serie caratteristica di un sistema regolare è non spe- 
ciale. 

Ora valendoci di questi risultati siamo in grado di estendere la formola 
data dal teorema di Riemann-Roca r=n—r 414 pa anche ai sistemi l- 
neari riducibili. Per brevità ci limiteremo a dar l’estensione nel caso 
Pg= 0, che solo interessa pel seguito del nostro lavoro. 

Partiamo perciò da un sistema regolare irriducibile | X | almeno ce? di 
di grado N, dimensione À, genere II, e consideriamo una curva y formante 
parte di una particolare curva K. Il sistema | | sega sulla y una serie di 
cui l’ordine sia 7; diciamo anzitutto che una tal serie è non speciale. Cid 
segue dal fatto che se immaginiamo in uno S, nna superficie F, d'ordine N, 
di cui le sezioni piane siano curve K, una delle quali si spezzi nella y d’or- 
dine 7 e in una curva residua C, poichè (in virtù della 2')) una sezione 
piana A non ammette curve aggiunte d’ordine N — 4, non potrà nemmeno 
la y ammettere curve aggiunte d'ordine © — 4, giacchè in caso opposto una 
tal curva aggiunta, insieme alla C, darebbe una curva d’ordine 


i—4+N—i=N—4 


aggiunta alla sezione piana y + ©, il che è assurdo; si conclude che la serie 9; 
segata sulla y dalle sezioni piane K (cioè dalle rette del piano di y) è non 
speciale. Dunque la dimensione della gi sarà p = —w, essendo » il genere 
di y; in altri termini, occorrono p + 1 = à — © +. 1 condizioni perchè una X 
contenga la y. Segue che la dimensione del sistema residuo | C[=|K— 7] 
sarà 

r=R—i+o—1. 


Per calcolare il genere x e il grado » di | C| in base agli analoghi ca- 
ratteri II, N di | K], ci conviene introdurre il numero 7 delle intersezioni di y 


(*) CastELNUOVO, l. c., n.! 35, 36. 
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con una C; avremo allora, come risulta subito, 
z=1—-j—oHl, 
n=N—j-i. 
E di qua si ricava 
r—n+r=>2R—-N-+I, 
ossia (poichè | K | è regolare) 
r—ntn=patl, 


la quale dimostra che per il sistema | Cj vale il teorema di Riemanx-Roc; 
e ciò senza che si sia posta la restrizione della irriducibilità di | C|. 

Ora per dimostrare che il teorema di Riemaxx-Rocn vale per ogni sistema 
riducibile | C\, basta osservare che dato comunque | C|, si può sempre costruire 


un sistema irriducibile |X|=|(h D) | (aggiunto al sistema h-uplo di un si- 
stema irriducibile D), il quale sia regolare, e tanto ampio da contenere | D| 
in guisa che il residuo | K — C| =|y | sia per di più irriducibile; basta infatti 


per ciò sceglier % sufficientemente elevato. Supponendo, per semplicità, che 
il sistema | D' | sia irriducibile, si prenderà a tal fine, in primo luogo À > — pa, 
per assicurare la regolarità di |(X D) |, in secondo luogo % così grande an- 
cora che il sistema |(k — 1) DI contenga | C| per modo che |(k—1)D—C| 
sia irriducibile, giacchè allora seguirà, a fortiori, la irriducibilità di 


\(h DY — C|=]|—1)D—-C+D'|. 


5. Fra i caratteri aritmetici della superficie 7, si debbono porre anche 
alcuni invarianti relativi, cioè caratteri invariabili per quelle particolari tra- 
sformazioni birazionali che non introducono (in nessuno dei due sensi) curve 
eccezionali, come trasformate di punti semplici. Da questi invarianti relativi 
si possono desumere poi, operando convenientemente, degli invarianti assoluti. 

Il primo invariante relativo, che designeremo con w, si definisce nel 
modo seguente : i 

Prendiamo sopra F un qualsiasi sistema lineare | C |, virtualmente privo 
di punti base, e dotato d’un sistema aggiunto | C'|. Sieno x, n, il genere 
e il grado di | CI, sia x’ il genere di | C'|. L'espressione 





man —3(r—1l)+n, 


a 


Le 
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come risulta dalla proprietà fondamentale del sistema aggiunto, non dipende 
dalla scelta del sistema | C|, e costituisce percid un invariante relativo della 
superficie F' (*). Infatti se si trasforma birazionalmente la superficie Fin una 
superficie F*, in guisa che le sezioni piane (o iperpiane) di F ed F'* ab- 
biano per immagine rispettivamente su F* ed F curve di un sistema privo 
di punti base, il valore di w calcolato coi caratteri delle sezioni piane di /, 
coincide col valore di w calcolato in relazione alle sezioni piane di F'*. Al 
contrario il carattere w diminuisce in quelle trasformazioni di F' che intro- 
ducono su F* nuove curve eccezionali corrispondenti a punti della F’ stessa, 
e precisamente diminuisce di una unità per ogni curva eccezionale intro- 
dotta; aumenta invece di una unità per ogni curva eccezionale di 7’ che 
scompare venendo trasformata in un punto semplice di F#*. 

Si potrebbe avere un’altra espressione analoga di » introducendo, in 
luogo di x’, il grado n’ del sistema aggiunto | C’|, che vale (n.° 2) 


n=r-+n—2; 
è qui utile notare la formula 
n— (2?r -2)=n" —(2r —2)+o—lI. 
Una terza espressione, più notevole, dello stesso invariante è, si ha in- 


troducendo anche il genere x” del sistema | C'"|, secondo aggiunto di | C 
Si trova infatti (**) 





o—l=-1ı—r —(x —7’). 


Noi vedremo in seguito (n.° 20) che se la superficie F non possiede curve 
eccezionali, il carattere » di questa è un invariante assoluto, e non differisce 
dal genere lineare pl) definito dal sig. Norrnzr (come genere delle curve 
canoniche) e più tardi, sotto ipotesi più generali, da Enriquzs. 

Ma ora, senza insistere su ciò, vogliamo mostrare come la conoscenza 
dell’invariante relativo » di una superficie possa permettere di fissare un li- 
mite inferiore al valore dello i-genere P; della superficie, in corrispondenza 
ad ogni valore di 2 (***). 

Partiamo perciò da una superficie F di genere aritmetico pa, sopra cui 
esista un sistema | C | irriducibile, privo di punti base, tale che tra il grado n 


(#) Cfr. EnRrIQUES, Introduzione ..., § Al. 


\ (##) CasteLNuOvo, Sul genere lineare... Rendic. Accad. d. Lincei, giugno 1897. 
(#**) Cfr. CASTELNUOVO, l. c. 
Annali di Matematica, Serie III, tomo VI. 24 


\ 
\ 


è 
% 
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e il genere x passi la disyguaglianza n 27 — 2; sia ad es. il sistema delle 
sezioni piane. Potendosi, ove occorra, sostituire a | C| un suo multiplo, pur 
continuando a valere una disuguaglianza analoga alla precedente, siamo li- 
beri di ammettere, senza introdurre restrizioni, che il sistema | C| possegga 
un sistema aggiunto | C'|; indichiamone il genere con x’ ed il grado con 


na=nt+n 2. 


Ciò posto, proponiamoci di calcolare i caratteri del sistema | K*#| = |i C' —7 Q], 
che (ove esista) è il sistema 7-canonico, o tutt’ al più ne differisce per qual- 
che curva eccezionale fissa; supporremo 7 > 1. Cominceremo per cid a calco- 
lare la dimensione »; di |< C |, di cui un limite inferiore si può esprimere, 
mediante il teorema di Riemanx-Rocx esteso alle superficie, in funzione del 
grado e del genere di |iC’|, e quindi del grado e del genere di | C! |; fatti 
1 calcoli si trova 


ri = pa + STD Bee em 


Consideriamo poi la serie che il sistema |7C’| sega sopra la curva ge- 
nerica di |i C|; la detta serie ha l’ordine 2% (7 — 1), ed è certo non spe- 
ciale perchè il genere della curva a cui appartiene vale | 


ia 1) HE nie i(r—i)+1 (n<2r—2%, i>1) 


‘Segue che la dimensione della serie stessa sara 


i(i— 1) 


pi£i@i—1)(—1) — = 


n — I. 





Dunque finalmente la dimensione del sistema | K#i =|7C'’—7C| verrà 
data da di 


Br pi 1=pa + SS! (npn! 3742) 
Ora il numero R; + 1 delle curve A‘ linearmente indipendenti è, per 


definizione, lo 7-genere P; della superficie; si arriva così, tenendo conto inoltre 
) 5 up 1 ) 
della definizione di w, alla formola richiesta 


Pr=pa CD) 44 (n<2r—2, i>1) (1) 


È qui da osservare che la (1) vale anche nella ipotesi n=27—2, 
purchè allora si sappia che la serie segata dal sistema |2 (| sopra una curva 
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generica di | C | è non speciale; mentre se la serie stessa fosse speciale, oc- 
correrebbe modificar la (1) diminuendo di una unità il secondo membro. In 
ogni caso (n = 2 r — 2) si trova che il genere (virtuale) II; e il grado (vir. 
tuale) N; del sistema | X?| sono espressi da | 
mi D (141, Mie — 1) (2) 
Noi siamo partiti dalla ipotesi che il sistema | C| delle sezioni piane di 
F abbia n=2=— 2; se invece sussistesse la disuguaglianza contraria 
n>2r—2, 0 la #>r' in qualche modo equivalente alla precedente, allora 
non esisterebbe certo il sistema | X?|=|i C’—iC!, ma potrebbe esistere il 
sistema | X-*|==|7 C—iC’|. Del detto sistema si calcolano facilmente la 
dimensione R_;, il grado N_; e il genere I1_; (i = 1) seguendo una via per- 
fettamente analoga a quella sopra indicata. Si trova precisamente, se r > +, 


Rapa +t EL (0-1), (1) 
mi =“ Yw—1) 41, Mi=î(0—1) (2) 


Ma il sistema | A-*| non offre grande interesse, perchè, come vedremo, 
esso nou può presentarsi che sopra le superficie razionali o rigate. 

6. Un secondo invariante relativo della superficie F’, si ottiene nel modo 
seguente: 

Si consideri sopra F' un fascio lineare di curve irriducibili, di genere 
>0, avente n punti base (considerando ora come punto base assegnato, 
ogni punto comune alle curve del fascio), e si designi con d il numero delle 
curve del fascio dotate di un punto doppio; l’espressione 


I=d—-n—4r 


non dipende dalla scelta arbitraria del fascio, e costituisce perciò un inva- 
riante relativo della superficie (*). 





(#) Cfr. SEGRE, Intorno ad un-carattere delle superficie... Atti dell’Accad. d. Scienze 
di Torino, 1896. L’ espressione 7 per un fascio di sezioni piane di una superficie (dello 
spazio S,) fu considerata dapprima dal Sig. ZEUTHEN, che ne mise in luce il carattere 
invariante sotto una forma un pò diversa (V. il n.° 24 delle Etudes geométriques ... Mathem. 
Annalen, IV, 1871), e più tardi dal Sig. NoETHER (Zur Theorie des eindeutigen Enispre- 
chens ... Mathem. Annalen, VIII, 1874, pag. 526), il quale ne diede l’ espressione per 
mezzo dei due generi pa, pl!) della superficie, come sarà indicato nel séguito, 
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Questo carattere varia, come w, ma in senso opposto, nelle trasformazioni 
che introducono nuove curve eccezionali, o al contrario ne fanno scomparire. 

Riproduciamo brevemente, per chiarezza, la dimostrazione che di queste 
proprietà dà il sig. Seere, rimandando il lettore, desideroso di maggiori par- 
ticolari, alla Memoria originale citata. 

Siano | C|, | C,| due fasci lineari situati sulla nostra superficie, fasci che 
possiamo supporre del tutto indipendenti tra loro; indichiamo con 7, ™ i ge- 
neri delle curve C, C,, con n, n, i numeri dei punti base dei due fasci, 
con s il numero dei punti comuni a due curve generiche C, C,. Fissiamo 
la nostra attenzione sulla curva 7’ luogo dei punti di contatto di una C con 
una C,; ed esaminiamo in quanti punti la 7’ sia segata da una C' e da una 
©, fuori dei punti base dei due fasci. I punti comuni alla 7° e ad una C 
sono evidentemente i punti doppi della serie gi segata sulla C dal fascio | C, |; 
il loro numero è 


M=2s+27—2. 
Similmente si riconosce che la 7' è segata da una C, in 
M=2s +2, —2 


punti. Al variare della C' e della C, questi due gruppi di punti descrivono 
sulla T due serie lineari co' di ordine M ed M, rispettivamente; detto P il 
genere di T, la prima serie avrà 2 M +2 P —2 punti doppi e la seconda 
2M,+2P—2. Ora una semplice osservazione mostra che un punto doppio 
della prima serie (segata da | C| su 7°) è o un punto doppio di una curva 
del fascio | C| che sia dotata di una tale singolarità, o un contatto tripunto 
di una curva Ce di una curva C, che abbiano un siffatto contatto, o final- 
mente un punto base del fascio | C, |. Indicando perciò con d il numero delle 
curve di | C'| che son dotate di un punto doppio, con 2, il numero analogo 
per | C,|, e con 7 il numero delle coppie di curve C, C, che hanno un con- 
tatto tripunto, abbiamo la relazione 


O MEDICO O + de 


e similmente |’ altra 


2M+2P_2=0,+74n. 


Di qua sottraendo e sostituendo ad M, M, i loro valori, si trova in fine 


d-n_-4n=d,-n—-4m, 
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uguaglianza che dimostra il carattere invariantivo della espressione 
[=d—n—A4rn, 


per i fasci tracciati sulla nostra superficie. 

La definizione del carattere J, per essere applicata a tutti i casi, esige 
alcune particolari convenzioni relative al valore da attribuire a d, quando nel 
fascio considerato si abbiano curve dotate di punti multipli HAE Seas op- 
pure quando il fascio stesso abbia dei punti base infinitamente vicini, 0 in- 
fine quando esistano nel fascio delle curve contate due o più volte. Nei primi 
due casi (che sono stati analizzati dal Sere, corrispondentemente alle ipotesi 
più semplici) si può dire che il d viene definito seguendo la legge della con- 
tinuità, sempre valida nel campo algebrico: ogni curva dotata d’un punto 
multiplo viene a contare un certo numero di volte nella determinazione del 9, 
onde questo è sempre (ciò che a noi importa nel seguito) maggiore o uguale a 0. 

Quando invece esiste nel fascio dato |C'| una curva contata due (o più) 
volte, si può dire, aritmeticamente, che essa equivale ad un certo numero di 
curve del fascio dotate d’un punto doppio, numero che entra a costituire il 9; 
ma non è evidente che il detto numero sia =0; occorre precisamente di pro- 
vare che così è, per poter asserire che in ogni caso si ha d = 0. 

Supponiamo adunque che una particolar curva C( del fascio | C| si 
spezzi in guisa che una sua componente irriducibile y, di genere p= 0, sia 
da contarsi due o più volte, ad es. due volte, sicchè CO = 2 y + 4, dove ¢ 
indica la curva residua che potrebbe del resto mancare. Qui si osservi che C0 
può anche avere in un qualche punto base di | C'| una molteplicità superiore 
di una, due... unità a quella che presenta ivi la curva C generica; ma in tal 
caso si deve riguardare la curva CP come composta della curva propriamente 
detta, a cui va aggiunto il punto base (o la curva eccezionale in cui può tra- 
sformarsi) contato una, due... volte; sicchè il detto punto semplice o multiplo 
deve esser riguardato come componente di y. Le due parti y e ¢ di C© 
avranno un certo numero è di punti comuni (fatta astrazione da quelli che 
vengono assorbiti dai punti base di | C|, presi coll’ordine di molteplicità re- 
lativo alla curva C generica); e sarà certo © > 0 se 4 esiste, in virtù di una 
osservazione fatta nel n.° 1. 

Accanto al fascio | C| consideriamo un secondo fascio generico |C, | af- 
fatto indipendente dal primo; ed occupiamoci come prima (e adottando le 
stesse notazioni) della curva luogo dei contatti di una Ce di una C;. 

La nostra curva questa volta si spezza nella x (che è componente dop- 
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pia di C) e in una curva 7 di genere P su cui fisseremo la nostra atten- 
zione. Osserviamo subito che la 7 passerà semplicemente per le 7 intersezioni 
di x e 4, giacchè i detti punti, essendo tripli per la curva CU BRA 
devono esser doppi per la curva (luogo dei contatti) T-H y. 

La curva 7’ è segata da una C generica (fuori dei punti base di | CI) 
nei punti in cui C è toccata da una C,, vale a dire in 


M=2s+2nr—2 


punti. Similmente vediamo che la curva T è segata da una C, generica nei 

punti in cui C, vien toccata da una €, tolti perd tra questi i punti in cui OC, 

è segata dalla x; indicando dunque con M, il numero delle intersezioni di 7° 

e C, (fuori dei punti base di |, |), e con o il numero delle intersezioni di y 

e C1, avremo 
M,+o=—2s+27,—2. 


I due fasci |C|, | C,| determinano così sulla 7° due serie lineari oo! di 
ordine M, M,. La prima serie ha 2M +2 P—2 punti doppi, ma tra questi 
alcuni appartengono al gruppo segato su T dalla C) —2y4 4; e precisa- 
mente questo gruppo, contenendo è punti tripli (nelle à intersezioni di x e w) 
e 20 +20 —2 punti doppi (nei contatti di x con curve C,), conta per 
2i+25+2p—-2 punti doppi tra quelli che la serie considerata possiede. . 
Gli altri punti doppi della detta. serie provengono (come nel ragionamento 
generale) dai A punti doppi isolati posseduti da curve C, dai 7 contatti tri- 
punti di una C con una C,, e finalmente dagli n, punti base del fascio | CI. 
Sicchè abbiamo l’uguaglianza 


2M+2P—2=A+r+n,4+214+2¢+2p—2. 


Consideriamo in secondo luogo la serie di ordine M, segata sopra T dal 
fascio | C,|. I 2 M, +2 P—2 punti doppi di questa provengono dai è, punti 
doppi FOR. di curve C,, dai 7 contatti tripunti sopra nominati, e finalmente 
dagli » punti base del fascio | C|; dunque 


2M,+2P—2=0,+r+n. 


Paragonando colla precedente, e tenendo conto dei valori trovati per 
M, M,, avremo in fine 


A+(2p—2+421)—n—47=0, —- m —4An. 


Si conclude che la curva x di genere p, componente doppia di una par- 
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ticolare curva C, conta nel numero delle curve C dotate di punto doppio 
come 2p—2 + 2% unità, dove © è il numero delle intersezioni di x colla 
curva residua ¢. Ora se 4 esiste, ed è quindi 7>0, sarà certo 2p —2-+27=0 
(poichè p= 0) La stessa conclusione vale se, mancando la 4, il genere p 
di x fosse superiore a 0. Ma evidentemente la conclusione ultima cadrebbe 
se una curva C risultasse dal raddoppiamento di una curva y razionale, in 
modo che in ciascun punto base del fascio la molteplicità di 2 y riuscisse 
uguale alla molteplicità della C generica. | 
Ora mostreremo che questo caso è impossibile. Infatti, poichè il genere 
di 2 y è uguale al genere r=0 di C, se x fosse razionale, dovrebbe y avere 
r + 1> 0 intersezioni con se stessa, cioè m + 1 > 0 sarebbe il grado di y, 
e quindi 4(7+1)>0 sarebbe il grado di 2 y ossia di | C|. Ma siccome 
d’altra parte | C| è un fascio, in cui ogni punto comune a due C vien con- 
siderato come punto base assegnato, il grado di | C'| è zero, il che contrad- 
dice l’ultimo risultato. Dunque in ogni caso la curva doppia x equivale a un 
numero positivo o nullo di curve C dotate di punto doppio. 

Questa conclusione sussiste pure se la x entra k= 2 volte come compo- 
nente di una particolar curva del fascio | C'|, perchè allora si trova che la 
x conta come 2p—2+ki=0 curve C dotate di punto doppio. E ad un 
analogo risultato si perverrebbe se una particolare curva C' contenesse più 
parti ciascuna da contarsi più volte. 

Permane sempre adunque la conclusione generale che una componente 
multipla di una curva del fascio equivale ad un certo numero =0 di curve 
del fascio dotate d’un punto doppio, di guisa che, valutando secondo tale equi- 
valenza il « numero è delle curve del fascio dotate d’un punto doppio », sem- 
pre risulta 

d= 0, 
e l’espressione 


o—-n—4r 


ha il valore dell’invariante I. 

Abbiamo affermato poc’ anzi che il carattere J è un invariante relativo, 
e precisamente che esso aumenta di una unità per ogni trasformazione della 
superficie F, in cui si sostituisca ad un punto di F una curva eccezionale; 
e diminuisce di una unità nel caso opposto. Tale affermazione si giustifica 
facilmente. Infatti si calcoli il valore del carattere I di F riferendosi ad un 
certo fascio | C| tracciato su #’; si trasformi quindi la F in una nuova su- 
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perficie F'*, per modo che ad un punto (fondamentale) O di F, non base 
per | C|, corrisponda su F’* una curva (eccezionale) x*; e si consideri su F* 
il fascio | C*| che corrisponde a | C|. I caratteri n, x di | C| coincidono cogli 
analoghi caratteri n*, x* di | C*|, se i punti base di | C* | non sono fonda- 
mentali per la trasformazione, onde si ha in tale ipotesi 


Ben Mie „* 


. 


+ Ma alla curva C passante per 0, corrisponde su F* una curva composta 


C* +. x* avente un punto doppio nel punto comune alle due componenti, sic- 
chè, caeteris paribus, si ha, come numero delle-curve C* dotate.d’un punto 
doppio, 


341, 
e il carattere J* = d* — n* — 4 -* di F* vale 
I*=I-+l. 


Allo stesso resultato si perviene nell’ipotesi che il punto fondamentale O 
di F sia un punto base per |] (|; in questo caso non muta il valore di è, 
ma il fascio perde nella trasformazione un punto base, onde n*=— n — 1. 

Segue di qui che / si comporta come l’invariante w, colla differenza 
però che mentre J cresce o decresce di una o più unità, w decresce o cresce 
dello stesso numero. i 

Dunque » + J sarà un invariante assoluto relativamente ad una qualsiasi 
trasformazione birazionale della superficie. Si può chiedere in quale rapporto 
esso stia ‘cogli altri invarianti già noti. Si trova che l’invariante w + 1 è 
strettamente legato al genere aritmetico dalla notevolissima relazione 


o-+I=12pa +9. 


Questa formola si può dire stabilita dal sig. NoerHER (*), il quale vera- 
mente pone al posto di w il genere lineare pl) (genere delle curve canoniche), 
supponendo dunque py > 0, e riferendosi ad una superficie priva di curve 
eccezionali, dotata di singolarità ordinarie. La sostituzione di w a pl) rende 
la relazione precedente valida indipendentemente dal valore del py, e dal- 
l’esistenza di curve eccezionali. Effettivamente se si proietta la data super- 





ficie F in una superficie F, di S;, dotata soltanto di curva doppia e punti . 


tripli, basta calcolare J riferendosi ad un fascio di sezioni piane di F,, e pa, 


(*) Zur Theorie des eindeutigen Entspyechens... Mathem. Annalen VIII (1874), pag. 526. 
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o mediante le formule di equivalenza e di postulazione di CayLey-NoETHER, 
per trovare verificata la relazione sopra scritta (come appunto fa il NortHER 
con quelle ipotesi più restrittive). 

Osservazione. — L’invariante relativo / di una superficie F' venne sopra 
definito mediante i caratteri (9, n e x) di un fascio lineare di curve appar- 
tenente alla superficie stessa. Ora, pel seguito, giova notare come si possa 
calcolare / anche quando si parta da un fascio irrazionale di curve supposto 
esistente su F', vale a dire da un sistema composto di co! curve, tale che 
per ogni punto di Y' passi una sola curva del sistema, senza però che le sin- 
gole curve possano farsi corrispondere birazionalmente ai singoli valori di un 
parametro. 

Sia [T] un fascio irrazionale di curve sopra Ff’; indichiamo con p il ge- 
nere della curva T generica, con p' > 0 il genere che ha il fascio, ove si con- 
siderino le curve come elementi. Notiamo subito che, supposta al solito la F 
priva di singolarità, il fascio irrazionale non può avere sopra F' alcun punto 
base; giacchè un punto base di [F] dovrebbe riguardarsi come una traiettoria 
razionale delle oo' T, sulla quale le curve stesse segherebbero una involuzione 
irrazionale, il che è assurdo (teorema di LiirorH). Ciò premesso, per ottenere 
la formola desiderata, noi possiamo seguire due vie. 

La prima via consiste nell’applicare il ragionamento sopra riferito del 
sig. SEGRE al fascio irrazionale [T] e ad un fascio razionale |C'] tracciato 
sulla stessa superficie. Il detto ragionamento va solo modificato in ciò che le 
due serie di gruppi di punti segate da [I] sopra una C e sopra la curva 
dei contatti 7°, sono questa volta irrazionali, di genere p ; a quelle serie va 
dunque applicata la nota formola di Zeurxex che dà il numero dei punti 
doppi di una involuzione irrazionale. 

La seconda via, che parte da un concetto meno semplice, ma conduce 
più rapidamente allo scopo, consiste nel formare un fascio lineare | C'| in cui 
ogni curva C sia composta di un certo numero m di curve T; ciò si ottiene, 
quando m sia sufficientemente alto, fissando entro al fascio [T] (sistema &' 
di genere p') una serie lineare g}, di gruppi di m curve I’. Il fascio lineare | C| 
così costruito ha zero punti base; ed il genere di una sua curva C' vale 


t= M (p — 1) + 1. 
Detto adunque d il numero delle curve C dotate di un punto doppio, si ha, 
per la formola già dimostrata (che subito si estende ai fasci | C| riducibili), 


Annali di Matematica, Serie III, tomo VI. 
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Ora una curva composta C' possiede un punto doppio, sia quando una P. 
componente ha un punto doppio, sia quando due delle T componenti la 
stessa C coincidono, e nell’ultimo caso anzi la C conta per 2p—2 unità 
entro al gruppo delle è curve € sopra nominate. Ora siccome l’ultimo caso 
si presenta 2m + 2p'— 2 volte (cioè tante volte quanti sono gli elementi 


doppi di una g}, sopra un ente di genere p'), così si avrà la relazione 
O=A+(2p—2)(m+2p — 2), 
ove A è il numero delle curve T dotate di un punto doppio. Sostituendo nella 
espressione di J, si trova infine la formola 
T=a+4(p—1)(p —1) —4 
che risolve appurto la questione proposta. 

7. La relazione di Norrner data innanzi permette di dedurre una di- 
seguaglianza, che ha (come vedremo più tardi) importanza fondamentale nello 
studio dei sistemi lineari appartenenti alle superficie di genere geometrico 

. Dy oe 
e di genere numerico 
Pa ED (p = 0). 
Si consideri sopra F un sistema lineare | C| di curve irriducibili, di 
grado n e ‘genere 7, privo di punti base. Indicando con è il numero delle 
curve dotate di punto doppio appartenenti ad un suo fascio generico, avremo 


I=d-n-4n=12pa—0+9, 
ossia ponendo pa = — p, 
4Ar+n=12ptoT—-9+%ò. 
Ma, per il teorema di Rırmans-Rocn (n.° 4), 


ar—-l-n+r=—p, 


5r+r=llpto—8+40. 


Questa diseguaglianza si estende al caso in cui | C| abbia dei punti base 
accidentali sopra la superficie F, quando si designi con x il genere virtuale 
di ||, mantenendo per d il significato precedente. 

Basta perciò mostrare che in ogni caso (essendo n il grado virtuale 
di | C|) si ha | 


quindi 


4r+n=>12p+o—9 +0. 


n. SRI 
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Ora, designando con re, Ne, il genere e il grado effettivi del sistema ir- 
riducibile | C|, con h,...h, gli ordini di moltiplicità dei suoi o punti base, 
avremo 


& o h(h—1 
BE ter 205, Cle Zu a ratto 
Ô 
Ar+n=4rt+ne+ NR, 
1 
e poichè * 
zw=e, 
segue 


4Ar+n=A4r + ne + a. 


D’altra parte, valutando J in relazione ad un fascio contenuto in | Cl, si 
trova 
: T=0—(n +o)—4r, 
e quindi 
4. +. +r=12p +o—9 +), 


onde segue la disuguaglianza da dimostrare. 

Tenendo conto che in ogni caso 9 = 0, si conclude che per ogni sistema 
lineare irriducibile, co! almeno, virtualmente privo di punti base sopra la 
superficie F, vale la disuguaglianza 


Dr+r=llptao—-8. 


III. SULLE CURVE ECCEZIONALI. 


8. Innanzi di procedere allo studio delle superficie sopra cui il pro- 
cedimento di aggiunzione, applicato ad un qualunque sistema lineare, si 
estingue dopo un numero finito di operazioni, è indispensabile che premet- 
tiamo alcune considerazioni relativamente alle curve eccezionali che possono 
appartenere ad üna superficie. 

Ci riferiamo, al solito, ad una superficie 7’ priva di singolarità, appar- 
tenente ad un certo spazio S,. 

Abbiam detto che una curva y di F (che in qualche caso particolare 
potrà anche essere composta, come spiegheremo più tardi) dicesi eccezionale, 


s 
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se si può trasformare birazionalmente la superficie # in una superficie F'* 
per modo che alla y corrisponda l’intorno di un punto semplice G* su F*; 
in tal caso si può anche supporre, senza introdurre restrizioni, che la F* 
sia come F una superficie priva di punti singolari. Nella trasformazione sopra 
nominata, alle sezioni piane o iperpiane di F'* corrisponderanno su F delle 
curve C componenti un sistema lineare; questo sistema trasformante potrà 
avere o non avere punti base sopra la curva y. 

Nel 2.° caso la y non avrà alcuna intersezione colle curve generiche C, 
ossia sarà fondamentale per | Cl; inoltre ad ogni punto di essa corrispon- 
derà un punto nell'intorno del nominato punto G*. Nel 1.° caso invece i 
punti base di | C| che si trovano su y saranno punti fondamentali per la 
trasformazione, ed avranno come corrispondenti su F* delle curve (eccezio- 
nali) passanti per G*. 

Una curva eccezionale di F che non contenga punti fondamentali verrà 
detta una curva eccezionale di 1.4 specie, mentre chiameremo di 2.4 specie 
una curva eccezionale contenente necessariamente qualche punto fondamen- 
tale, curva tale cioè che non possa essere mutata in un punto senza che qual- 
che punto di essa sì muti in una curva. 

Una curva eccezionale di 1.” specie 7 ha gli stessi caratteri, grado e 
genere virtuali, dell’intorno di un punto semplice della superficie; precisamente 
denotando con v il grado e con p il genere di y, si ha 


y=— ], p=0. 


L’eguaglianza p= 0 segue dal fatto che la curva y, la quale è razio- 
nale, non ha punti doppi, poichè questi sarebbero punti fondamentali. 

Quanto a », per trovarne il valore, basta ricorrere alla definizione (n.° 1) 
di grado di una curva isolata (sistema lineare 00°), ed osservare che lo stac- 
camento di y da |C| diminuisce di I il grado del sistema, mentre le curve 
residue hanno é = 1 intersezioni con y; queste osservazioni si giustificano 
subito se si pensa che alle curve di | C— | corrispondono su F* le sezioni 
iperpiane passanti per G*. 

Alle cose dette innanzi deve aggiungersi, per chiarezza, un’osservazione. 

Poniamo che si abbiano sopra la À due curve y, y,, secantisi in un 
punto, a cui corrispondano rispettivamente sopra /"* il punto G* ed un 
punto G*, infinitamente vicino a G*. In questo caso si troverebbe (ricorrendo 
alla solita definizione di grado) che il grado virtuale di y vale >» = — 2, e 
quello di y, vale », = — 1; (i generi di 7, y, sono ambedue nulli). Si ha dun- 
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que, per quanto concerne y, un’apparente contraddizione colle cose dette in- 
nanzi; ma la ragione sta in ciò che all’intorno di G* su F* corrisponde 
su F non la sola curva y, ma la curva y + y,, e quindi la y + y, deve pen- 
sarsi come una intera curva eccezionale. (D'altra parte anche la y, da sola 
potrebbe pensarsi come un’intera curva eccezionale corrispondente all’intorno 
del punto G*,). Fatta questa convenzione, si trova che il grado virtuale della 
curva y +7, vale v +, +2=— 1, ed il genere p=0, come innanzi si 
è detto. 

La convenzione fatta ha del resto una portata generale : parlando di una 
curva eccezionale intendiamo sempre d’includere in essa tutte le componenti 
(curve) che rappresentano l’intorno di un punto sopra una superficie tra- 
sformata. Ed allora vale sempre l’affermazione che « una curva eccezionale 


di 1.° specie ha il genere p=0 e il grado » = — 1». 
Viceversa si può dimostrare che « una curva y su / di genere virtuale 
p==0 e grado virtuale v=— 1 è una curva eccezionale di 1.* specie ». 


A tal fine suppongasi intanto che le curve X sezioni iperpiane di F for- 
mino un sistema regolare co”; detto n l’ordine di (grado del sistema) e x 
il genere delle nominate X, pg il genere aritmetico della #, avremo 


ra=n_-Tt+1+ pa. 


Sommando a | XK | la curva |y|, il cui ordine verrà designato con m, 
si trova che il grado di | K+ | vale 


N=n+2m+v=n+2m—1, 
ed il suo genere 
T=xz+tptm—l=r+m—l1; 


la dimensione virtuale di | K -+y|, calcolata in base al teorema di Rırmann- 
Roca per le superficie (dimensione inferiore od uguale alla dimensione effet- 
tiva), sarà quindi 

E=N-I+1+4pa=r+ m. 


L’addizione di y amplia dunque effettivamente il sistema | X |, conducendo 
ad un nuovo sistema lineare irriducibile la cui dimensione effettiva è =r + m. 

Ma si vede anche facilmente che la dimensione effettiva è proprio r + m, 
e quindi il sistema | K + y| è regolare come | X]; infatti le curve di quello 
segano y in m+v=m_— 1 punti, per modo che lo staccamento di y impone 
alle curve di | K +7| m condizioni al più. 
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Ora proseguendo a sommare y a | K+ | e così via, sì arriverà, dopo 
m operazioni, ad un sistema irriducibile | K,}=| K+ my|, le cui curve non 
segheranno più y; il sistema | K,| avrà dunque la curva y come fondamen- 
tale, e non avrà alcun punto base sopra J’ (come non ne aveva | X). Trasfor- 
mando ora la À in una superficie Y* mediante il detto sistema | X, |, la-y 
verrà trasformata interamente in un punto semplice. 

In tutto ciò che abbiamo detto figura l'ipotesi che il sistema | X| delle 
sezioni di F' sia regolare; questa ipotesi non è però essenziale, poichè ove 
non fosse soddisfatta, basterebbe sostituire alle K le curve d’un sistema re- 
golare privo di punti base su 7, quale è p. es. l’aggiunto ad un multiplo 
di | K| d’ordine sufficientemente alto. 

Si può applicare il procedimento esposto successivamente a più curve 
eccezionali di 1.* specie appartenenti alla superficie /, purchè esse non si 
seghino fra loro, giacchè, sotto questa condizione, ognuna di tali curve ri- 
mane curva eccezionale di 1.* specie nelle trasformazioni successive di F. 

Dunque è sempre possibile effettuare sopra una data superficie F una 
conveniente trasformazione priva di punti fondamentali su F, per modo da 
fare scomparire (mutandole in punti semplici) quantesivogliano curve ecce- 
zionali di 1.% specie, non secantisi fra loro. 

Se invece si hanno su F due curve eccezionali di 1.” specie y, y, aventi 
un punto ‘comune (non due curve componenti insieme una sola curva ecce- 
zionale), dopo la trasformazione che muta l’una di esse, p. e. y, in un 
punto G*, la y, si cambia in una curva eccezionale y*, di 2.4 specie. Infatti 
il grado virtuale di y*,, come quello di y+ y,, vale —1+(—1)+2=0 
anzichè — 1. Per chiarire la cosa, si può considerare l'esempio di una 
superficie F' che sia riferibile ad una rigata /*, e contenga due curve y, y 
con un punto comune, una delle quali y corrisponda ad un punto G* di F*, 
e l’altra 7, alla generatrice y*, di #* che passa per G* (l'ufficio di 7, 7, è 
del resto scambievole). La nominata generatrice di F* è una curva eccezionale 
di 2.° specie, la quale non può essere trasformata in un punto semplice, senza 
che qualche punto di essa si muti in una nuova curva eccezionale. 

9. Una curva eccezionale di 2° specie della superficie F, per la sua - 
stessa natura non può essere eliminata senza che vengano create nuove curve 
eccezionali. | | 

Abbiamo gia visto che un esempio di curva siffatta & offerto da una ge- 
neratrice d’una superficie rigata. Un altro esempio vien dato da una retta o 
da una conica del piano, ecc. 








FPE 
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Che cosa si ottiene dunque applicando il procedimento esposto innanzi 
al caso delle curve eccezionali di 2." specie ? 

In sostanza il procedimento suddetto consiste in ciò. 

Si consideri su / un sistema regolare | K| privo di punti base; si tra- 
sformi F in una superficie /*, per modo che la curva eccezionale y, consi- 
derata su F, si muti in un punto G* di F*. Il sistema | K*| di F* corri- 
spondente a | | ha il punto G* come punto base di un certo ordine m; 
quel sistema è contenuto perciò in un sistema più ampio | A*,|, ugualmente 
regolare, composto di curve dello stesso ordine non aventi G* come punto base. 

Ora il sistema | X*,| di #* ha per corrispondente su F un sistema 
| ZX,| il quale avrà la curva y come fondamentale (sicchè potrebbe servire a 
trasformare la y in un punto), ma esso possedera dei punti base su y, se y 
è una curva eccezionale di 2.” specie, all'opposto di quel che accadeva se y 
era di 1.° specie. Si può ampliare | X, | che è contenuto in un sistema | X, | 
di curve dello stesso ordine (egualmente regolare) senza punti base sopra y; 
ma la curva y, fondamentale per | X, |, non sarà più fondamentale per | XK; |. 
Il procedimento qui indicato non ha termine, poichè si può operare su |; | 
come già si era operato su | KI, e così via. Ma come a priori si poteva pre- 
vedere, il detto procedimento non conduce mai ad un sistema trasformante 
che permetta di eliminare la y, senza che qualche punto di essa dia origine 
a nuove curve eccezionali. 

Comunque, una curva eccezionale y, di 1.” o di 2.° specie, esistente sopra 
una superficie #' permette di ampliare (nel modo anzidetto) un sistema rego- 
lare | | appartenente alla superficie, costruendo un nuovo sistema | K,| i 
cui caratteri (grado e genere effettivi) si esprimono semplicemente mediante 
quelli (ne x) di | K| e mediante il numero m delle intersezioni di y colle A. 
Infatti se si ah i sistemi trasformati |X*|, |K*,| sopra una super- 
fieie F*, trasformata di £, ove alla y corrisponda un punto G*, il sistema 
|K*| SE considerarsi Hdi da | K*,| coll’imposizione del HAS G* come 
base m-plo. 


Quindi il grado e il genere di | K,| (o | A*,|) saranno dati da 


M =n + M}, 


| 


door); 


Ta 


e si avrà dunque 
—2r=nT_-27+4m. 
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Cosi l’esistenza di una curva eccezionale d’ordine m (> 0) sopra una su- 
perficie #, di cui le sezioni iperpiane K formano un sistema (supposto rego- 
lare) di grado n e genere x, permette di trasformare la / in una super- 
ficie }, le cui sezioni iperpiane formano un nuovo sistema regolare, di grado 
n, e genere x,, con 

M—2m>n—27r. 

Sicchè o sì giunge, dopo un certo numero finito di trasformazioni, ad 
una superficie in corrispondenza con / che non possiede più curve eccezio- 
nali (e questo accade se / contiene soltanto un numero finito di curve ec- 
cezionali di 1." specie non secantisi fra loro), o si giunge ad una trasformata 
di Fin cui la differenza N— 2 II fra l’ordine N, cioè il grado del sistema 
delle curve sezioni iperpiane, e il doppio del genere IT delle nominate curve, 
può supporsi tanto grande quanto si vuole. 

Conviene di enunciare il resultato ottenuto sotto forma negativa, nel 
modo seguente : 

Se una superficie è tale che per ogni sistema lineare irriducibile di 
curve sopra di essa il grado non superi il doppio del genere diminuito di 
due (N =2 11 — 2), la superficie possiede solo un numero finito di curve ec- 
cezionali; queste sono precisamente di 1.4 specie e non si segano fra loro. La 
superficie può quindi essere trasformata in un’altra priva affatto di curve 
eccezionali. 

L'importanza del resultato apparirà chiara quando avremo dimostrato 
che le superficie contenenti un sistema lineare per cui il grado supera il 
doppio del genere diminuito di 2, sono razionali o riferibili a rigate (n.° 16). 
Per ora è lecito soltanto di trarne la conclusione che « una superficie avente 
«il genere o qualcuno dei plurigeneri superiore a zero, si può trasformare 
«in guisa da non contenere curve eccezionali ». . 

Questo resultato era stato fino ad ora intravvisto o dimostrato soltanto 
con qualche restrizione superflua (*). | 

10. Quando sopra una superficie F' si procede per aggiunzione a par- 
tire da un dato sistema lineare irriducibile, p. es. dal sistema delle sezioni 
iperpiane, i successivi sistemi aggiunti che si ottengono possono essere irri- 
ducibili o riducibili. Tra le cause che portano la riducibilità è da annoverare 
l’esistenza di curve eccezionali di 1.” specie d'ordine convenientemente basso; 
infatti dopo un certo numero di aggiunzioni (assai grande in relazione al suo 


(*) ENRIQUES, Introduzione ..., § 42. 
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ordine) una curva eccezionale di 1.” specie diventa fondamentale pel sistema 
costruito, e proseguendo si distacca una, due, tre... volte dai sistemi suc- 
cessivamente aggiunti. A questo fatto va collegata la circostanza paradossale 
che per gli ultimi sistemi nominati il genere virtuale delle curve spezzate è 
inferiore al genere effettivo delle curve variabili che di quelle fan parte. 
Prima di analizzare più da vicino il fatto segnalato, stimiamo utile di darne 
un esempio. 

Consideriamo perciò la superficie razionale F, appartenente ad un Sy, 
che viene rappresentata sul piano dal sistema delle curve C,,, d'ordine 11, 
aventi due punti quintupli A e B. Alla retta A B corrisponde sopra F una 
retta p che è eccezionale di 1.* specie. Le curve aggiunte alle sezioni di F' 
sono rappresentate sul piano dalle Cs, d’ordine 8, aventi in A e P due 
punti quadrupli, onde pel loro sistema la retta p è fondamentale. Operando 
nuovamente per aggiunzione si ottiene su F un sistema (2.° aggiunto) che 
contiene p come parte fissa, rappresentato sul piano dal sistema delle quin- 
tiche C; composte della retta A B e delle quartiche che hanno in A e B due 
punti doppi; il genere virtuale del nominato sistema sopra J’ è 0, il genere 
effettivo della parte variabile è 1. 

Rendiamoci ora ragione in modo generale del fatto sopra avvertito. Sia y 
una curva d’ordine m sopra una superficie #; p e v denotino rispettivamente 
il genere e il grado virtuali di >. 

Designando con | C| il sistema delle sezioni di #, con x il suo genere 
e con n il suo grado (ordine della superficie F), costruiamo il sistema 


DA EN CEE 
aggiunto a |C+y|, e valutiamo il numero delle intersezioni di una curva 
generica di esso con una C+ 7. 
Essendo ‘ 


i z+ptm—1 
il genere di | C+yl, il numero richiesto sarà 
2{rtptm—1!—2; 
d'altra parte esso verrà dato anche da 
@=-29+m+e +», 
ove, nel quadrinomio sopra scritto, il 1.° termine esprime quante sono le in- 


tersezioni di C’ con C, il 2.° le intersezioni di y con ©, il 3.° le intersezioni 
di C'.con 7, il 4.° le intersezioni di y con se stessa. 
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Di qui ricaviamo la seguente espressione di «': 
xe =m+2p—2—». 


Operando successivamente per aggiunzione sopra | C’|, e costruendo così 
i successivi sistemi aggiunti | C”’|,..., | Cé|, otteniamo la formula 


x) = m + (2 p — 2) — iv, (1) 


la quale esprime il numero delle intersezioni delle C* colla y; ben inteso, il 
numero stesso ha un significato virtuale se la y fa parte delle curve Cf. In 
questa ultima ipotesi, supposto per generalità che la y entri un certo nu- 
mero h(=0) di volte come componente fissa nelle Ci, otterremo il numero 
(effettivo) delle intersezioni di una C* — hy con y, dalla formula 


xr) = m+7(2p— 2)—(¢ +h)». (2) 


Premesse queste formule, supponiamo che la y sia una curva eccezionale 
di 1.* specie; allora si ha 


e la formula (1) diventa 
xt) = m — i. 


Il numero xl è dunque negativo per è > m, supposto che esista (per 
un siffatto valore di è) il sistema | C?| aggiunto 7-mo a | C|; e questo signi- 
fica che la y si stacca come parte fissa dalle curve C*; precisamente si può 
dire in generale che essa si stacca 4 — à —m volte (h > 0), ed è fondamen- 
tale pel sistema delle curve residue, poichè dalla (2) si ricava 


CI <= (), 
Valutando poi il genere virtuale di | C*!, si vede che esso è inferiore di 


h(h—1)  @—m)(i—m—1) 
D AA a 2 








unità rispetto al genere di | C'— hy 

Vediamo così giustificata in un modo affatto generale l'osservazione ora 
fatta intorno allo staccarsi delle curve eccezionali di 1.* specie dai sistemi 
successivi aggiunti a | C|. 

Le formole scritte innanzi ci permettono ora d’invertire 1’ osservazione 
stessa nel modo seguente: 

Se una curva y di Y si stacca un certo numero di volte, come parte 
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fissa, da tutte le curve Cf, aggiunte ö-me al sistema C delle sezioni iperpiane 
di F (supposte le 0° cot almeno), e rimane fondamentale, cioè senza inter- 
sezioni, colle curve residue, la y è una curva eccezionale di 1.” specie d’or- 
dine < è. 

Poniamo infatti che la y si stacchi un certo numero h(>0) di volte 
da | Ci}; l'ipotesi dell’enunciato porta l'eguaglianza 


x) =m +4(2p—2)—(i+h)v=0. 


Ora perchè questa sia soddisfatta deve essere intanto » = 0. Infatti nel- 
l'ipotesi opposta v > 0 si ha 


ag tt 05 HR Ost, 


dal che segue che il sistema | © — (h + 1) y |, ottenuto staccando da | C?— hy | 
la curva fondamentale y, consta di una sola curva costituita dalla 7 contata 
un certo numero di volte, senza curve residue; quindi la dimensione di | C*| 
(o di |C*—hy') vale 

| pli) = 1, 





ossia il sistema | Ci —hy| è un fascio, del quale la 7 contata una o più 
volte (sia p. e. s volte) costituisce tutta una curva. Ora la curva sy ha il 
grado s°y>0, e questo dunque deve essere anche il grado del fascio | C?— ky |; 
ma di qui risulta un assurdo perchè il grado del fascio stesso è pur dato da 
sx = 0, denotando s x) il numero delle intersezioni di sy con una curva 
di |C*—hy|. 

Restano pertanto da considerare 1 casi 


y=0, y==— ], y = — 2, 


in corrispondenza ai quali, essendo p per sua natura non negativo (y irridu- 
cibile), si deve avere p=0, perchè possa essere x) = 0. 
Ma l’ultima ipotesi » =— 2 si esclude subito, perchè si avrebbe 


rP=m+2h>0, 


mentre si è supposto già x; = 0. 

Vedremo pure che è impossibile l'ipotesi v == 0. 

A tal fine supponiamo che il sistema | C’—hy|, che per ipotesi non 
contiene y come parte fissa, sia privo di componenti fisse, dalle quali (even- 
tualmente) si potrebbe averlo spogliato. Detta 7 = 1 la dimensione del detto 
sistema, consideriamo le curve di esso che passano per un punto di. y, e 
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perciò si spezzano nella y e in curve residue Cî—(h 4 1)y. Queste ultime 
hanno x), = 0 intersezioni con 7; ma ciò è impossibile tranne che nei se- 
guenti due casi: a) se |C#— hy| è un fascio lineare del quale una curva 
sia la y; 0) se | Cé— hy| è un fascio lineare, la cui curva generica si com- 
ponga di più curve variabili in un fascio irrazionale del quale una curva è 
la y. Ciò dipende dal fatto che se una curva generalmente irriducibile varia 
in un sistema algebrico (ad es. in un fascio), e per una posizione particolare 
si spezza, ad es. in due parti, le due parti devono avere almeno una inter- 
sezione comune; non zero come si era trovato considerando la y e la 
Ci—(h+1)y (cfr. n° 1). Ora, sia nella ipotesi a), che nella ipotesi 5), la 
nostra superficie contiene un fascio di curve razionali, come la y, e quindi 
può trasformarsi birazionalmente in una rigata (cfr. n.° 11). Sopra tale rigata 
la y avrebbe come immagine una generatrice, sulla quale non si troverebbero 
punti base del sistema |C| corrispondente al sistema delle sezioni iperpiane 
di F. Ora è facile persuadersi che procedendo per aggiunzione, sopra una 
rigata, a partire da un sistema lineare irriducibile, non potrà avvenire che da 
uno dei successivi sistemi aggiunti si distacchi, come parte fissa, una gene- 
ratrice non contenente punti base del sistema. Con ciò resta dimostrato che 
l'ipotesi v=0 è incompatibile colle nostre premesse. 

La curva y che si distacca (h volte) da | C*|, restando fondamentale pel 
sistema residuo, ha dunque i caratteri p= 0, v= — 1, ossia è una curva ec» 
cezionale di 1." specie. 

Riassumendo, concludiamo : 

Operando per aggiunzione ripetuta sopra il sistema | C| delle sezioni 
iperpiane di una superficie F, il sistema | Ci|, supposto cot almeno, a cui si 
perviene dopo è operazioni, potrà contenere delle parti fisse, contate un certo 
numero di volte, che sieno fondamentali pel sistema residuo; tali curve sa- 
ranno le curve eccezionali di 1.4 specie, appartenenti ad F, che hanno l’or- 
dine inferiore ad i, e queste soltanto. 

Se dunque la superficie F non contiene curve eccezionali di 1.” specie 
d’ordine minore di 7, una componente fissa y di | C+|, che entri (> 0) volte 
nella curva generica C+, avrà x>Q0 intersezioni colle curve residue Ci — hy; 
ma in tal caso paragonando il genere x di | C| a quello 9 di |C'—hy|, 
si troverà certo | 





>, 
Infatti si ha 
| n= af) + ps + had, 
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alee. 
h(h —1) 


en =h(p—-1)+y 9 ul 


esprime il genere di hy in funzione del genere p=0 di y e del grado » 
di y. Ora la differenza. 


te 


è certo = 0 se & » > 0, poichè allora si ha p, = 0, x) > 0. Alla stessa con- 
clusione si arriva se » = 0, giacchè in tal caso risulta 


n — rll) == hf p +a, — 1 | 


dove h=1, p=0, «= 1. 

_ Per esaminare finalmente l’ultima ipotesi y 0, ossia —y=v' >0, si 
trasformi la differenza x — x"), tenendo conto della espressione (2) di x/); si 
troverà 


n — nf —h{(p~ 1) (i+ 1) mj +A At Aid, 


risultato certo = 0, tranne quando sia 
p=0, it <P, L= RE 


ma queste soluzioni son da respingersi, perché esse porterebbero alla conclu- 
sione esser y (di grado vy = — > = — 1 e genere p = 0) una curva eccezio- 
nale di prima specie avente l’ordine m inferiore ad 7, contro l’ipotesi espres- 
samente fatta. Rimane dunque dimostrato che in ogni caso è 7% — a = 0; 
donde l’enunciato: 

Se sopra una superficie F non esistono curve eccezionali di prima specie 
d’ordine inferiore ad i, il distaccarsi di eventuali componenti fisse dal sistema 
i-mo aggiunto (supposto almeno co') ottenuto partendo dalle sezioni iperpiane 


di F, non può mai aver l’effetto di rialzare il genere delle curve residue. 
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IV. SUPERFICIE SOPRA LE QUALI IL PROCEDIMENTO DI AGGIUNZIONE SI ESTINGUE: 
LORO RIFERIBILITA A RIGATE, 


11. Vogliamo qui anzitutto riepilogare, e completare in qualche punto, 
i principali resultati noti che si riferiscono alle condizioni di trasformabilita 
di una superficie in una rigata (razionale o no): 

1) Una superficie contenente un fascio di curve (irriducibili) razionali 
si può riferire ad una rigata, le cui generatrici corrispondono alle curve del 
fascio (*). 

Una superficie contenente un fascio lineare di curve (irriducibili) 
ellittiche dotato di un punto base semplice o doppio, è razionale 0 riferibile 
ad una rigata ellittica (**). 

Una superficie contenente un fascio lineare di curve (irriducibili) di 
genere due con uno 0 più punti base di moltiplicità i,, i,..., ove 2i> 9, è 
razionale o riferibile ad una rigata di genere uno o due (**). 

4) Una superficie contenenie un sistema lineare di curve (irriducibili) 
di genere p>2 e di dimensione r=3p--5, è razionale oppure riferibile 
ad una rigata. 

A questo resultato si arriva imponendo alle curve del nominato sistema 
lineare successivamente p — 2 punti doppi. Se per l'imposizione di un punto 
doppio le curve del sistema si spezzano, lo spezzamento ha luogo in una curva 
razionale passante per il punto doppio ed in una residua curva dello stesso 
genere delle primitive, quindi la superficie risulta riferibile ad una rigata; 
altrimenti si perviene ad un fascio lineare di curve di genere due (eventual- 
mente composte con curve razionali o ellittiche costituenti pure un fascio, 
certo lineare perchè dotato di punti base semplici per la superficie), e si ri- 
cade in uno dei casi esaminati innanzi. 





(*) Il teorema fu dimostrato, pel caso in cui il fascio sia di genere 0, dal sig. Norrusr, 
Ueber Flächen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen. Mathem. Annalen III (1870); 
e in modo completo da Enriques, Sopra le superficie algebriche che contengono un fre 
di curve razionali. Mathem. Anna LII (1899). 

(**) CasteLNUOvo ed ENRIQUES, Sulle condizioni di razionalità dei piani doppi, n. ° 5, 
Rendic. d. Circolo Mat. di Palermo, XIV 1900; cfr. una osservazione a piè di pagina salle 
Nota di CASTELNUOVO, Le trasformazioni generatrici,.. Atti dell’Accad, d. Scienze di To- 
rino, 1901. 
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Non ci diffonderemo a spiegare ulteriormente i particolari di questa di- 
mostrazione, rinviando il lettore alla Nota di Exriques (*), Sulla massima di- 
mensione dei sistemi lineari ..., ove il metodo stesso è applicato per dimo- 
strare che « una superficie contenente un sistema lineare di curve di genere p 
e di dimensione r=3p + 5 è razionale o riferibile ad una rigata di ge- 
nere p ». Se qui si è ottenuto un resultato più espressivo, in cui l’ultima dise- 
guaglianza è sostituita dalla » = 3 p — 5, ciò dipende dal fatto che ci siamo 
potuti servire dei teoremi 2), 3), che son più espressivi di quelli di cui anni 
fa si poteva disporre. 

12. Prendiamo ora a studiare le superficie 7’ sopra cui il procedimento 
di aggiunzione, applicato successivamente al sistema | C | delle sezioni iperpiane, 
ha termine dopo un numero finito di operazioni; e cominciamo dal dimostrare 
che il presentarsi di questo fatto (esaurimento del processo di aggiunzione) non 
dipende dalla natura proiettiva della superficie, cosicchè esso si ripete per ogni 
trasformata della F. | 

A tal fine basterà ricollegare l’esaurimento del processo di aggiunzione 
applicato a | C'|, all’esistenza su F di un sistema lineare di curve di grado N 
e genere II > 0, ove 

N> 2 — 2. 


Avvertiamo intanto che, in base alla ipotesi fatta, la superficie F avrà 
tutti i plurigeneri nulli, ed in particolare il genere 


Pa = 0; 


quindi il genere aritmetico, che non pud superare p,, sarà inferiore od uguale 
a Zero, ossia 


Dai = D con p= 0. 


Sieno ora +, 7,..., xl i generi dei sistemi | C|, | C’|,..., | C*| succes- 
sivi aggiunti a | C|, ciascuno dei quali è supposto co' almeno. Il genere x può 
supporsi grande quanto si vuole in confronto a p; ma se, come supporremo, 
| Ci| è l’ultimo aggiunto di dimensione = 1, il suo genere xl non potrà supe- 
rare p+ 1, altrimenti si avrebbe un successivo aggiunto | C#+!|, oo! almeno. 
| Nella serie di numeri. 


ai (2) 
T; T ce) Te 


(*) Atti dell’ Accad, d. Scienze di Torino, 1894. 
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si troveranno dunque due numeri consecutivi #6), z's) in ordine decrescente, 
tali cioè che 
r{s) >> rs +1) 


Consideriamo allora il grado n(s+1 del corrispondente sistema | C%*"| ; 
avremo (n.° 2) | | | | | 


Il sistema |C( | è dunque tale che in esso il grado supera il dopey 
del genere diminuito di 2 

Si pud invertire il resultato ottenuto mostrando che « se ad F ‘appartiene 
un sistema lineare | K| di genere II e grado N, ove 


N>2I- 2, 


il processo di aggiunzione applicato al sistema | C| delle sezioni iperpiane 
di F si estingue dopo un numero finito di operazioni ». 

A tal fine sommiamo a |C} un multiplo, d’ordine s abbastanza deo 
di | K|, in guisa da ottenere che il grado ns e il genere zs del seta 
somma verifichino la disuguaglianza analoga a quella sup- 
posta per | À}, cioè n: >27s— 2. Questo resultato si può sempre ottenere; 
infatti bern colle note formole i caratteri di |s X| e poi di |C È SAT; 
si trova la relazione 


nr, — 2) Air DIN an a 


ed il secondo membro è certo positivo quando s sia sufficientemente elevato. 
Ora le curve C’,, aggiunte a | C,|, segheranno le C, in 27, — 2 punti; le 
C''s, seconde aggiunte, segheranno le ©; in 


2 Ts — 2 — | ns —(2 7; — 2)| 2m —2 





punti; le C'", segheranno le Cs in un numero ancora minore, 
2, — 2-21, —(27 —2)|, 
di punti, ecc. 

Pertanto (visto che quei numeri di intersezioni non possono divenir ne- 
gativi) si conclude che dopo un certo numero di operazioni l’aggiunzione ap- 
plicata a |C,| dovrà per forza estinguersi. Prima di quel punto si estinguerà 
dunque anche il processo di aggiunzione applicato a | C|, avendosi 


| Cs 1 0! HS, 
| C’s|=| C" +8 K],- eee. 
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Resta cosi giustificata l’affermazione che: 

« L’estinguersi del procedimento di aggiunzione applicato al sistema 
« delle sezioni iperpiane di F è un fatto che ha carattere invariantivo, fatto il 
« quale si accorda sempre coll’esistenza sopra F di qualche sistema lineare per 
« cui il grado supera il doppio del genere diminuito di 2. » 

“Ciò premesso, sia F una superficie su cui il processo d’aggiunzione ap- 
plicato al sistema delle sezioni iperpiane C si estingue dopo un numero finito 
d’operazioni. 

Possiamo supporre che la F sia priva di singolarità, inoltre che le sue 
sezioni iperpiane C compongano un sistema lineare regolare, essendo queste 
restrizioni d’indole proiettiva soltanto. Designamo (come innanzi) con C’, 
C",..., Cî le curve dei successivi sistemi aggiunti a | C|, fermandoci all’ ul- 
timo sistema |C*|, oo! almeno. 

Le curve eccezionali di 1.* specie, d’ordine <7, che appartengono 
ad F, si distaccano, come parti fisse, da | C* |, restando fondamentali pel sistema 
residuo; pertanto esse non si segheranno fra loro, e quindi si potrà trasfor- 
mare la superficie in modo che esse vengano eliminate, cioè mutate in punti, 
senza che nessun punto (fondamentale) di F dia origine a nuove curve ecce- 
zionali. Il sistema trasformante si ottiene sommando a [C1 ciascuna delle no- 
minate curve fondamentali contata tante volte quant'è l’ordine della curva 
stessa; a tale sistema è dunque applicabile l’aggiunzione 7 volte, come a | C|. 

Si conclude così che, senza introdurre alcuna restrizione essenziale, si 
può supporre la superficie F convenientemente preparata, in guisa da non con- 
tenere curve eccezionali di 1.” specie d’ordine inferiore ad 2. 

In tale ipotesi avremo (n.° 10) che «i sistemi | C'|,|C"|,...,|C*|suc- 
« cessivi aggiunti al sistema | C | delle sezioni iperpiane di F, potranno es- 
« sere irriducibili o riducibili; ma, in quest’ultimo caso, spogliando ciascuno 
« dei nominati sistemi |C° delle sue componenti fisse, si otterrà un sistema 
«il cui genere non sarà superiore al genere x‘) di | C*| ». 

13. Ciò posto, studiamo più da vicino la superficie F, conveniente- 
mente preparata, sopra cui il procedimento di aggiunzione applicato alle se- 
zioni iperpiane |C |, termina dopo è operazioni, arrestandosi all'ultimo sistema 
aggiunto | C*|, oo! almeno. 

Come innanzi designamo con 














I 11 tl 
a Ali, „(®) 


yes.) | Cf], e denotiamo con s il più 





i generi rispettivi di |C|, |C’ |, | C” 
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piccolo indice (= è) per cui si trova 
n(s) <> r\s—1), 
Distinguiamo quindi due casi, secondoché il carattere w della super- 
ficie F vale 
vl, i i 
oppure 
> di 
1° caso: n=1. 
In questo caso, in virtù dell’eguaglianza (n.° 5) 
mr —(r —7)=0—1, 
sarà i 


I I ji 
T—T HT CRÈTE Sty T RG) 


sicchè, dall’indice s— 1 in poi, i successivi generi 


n(s ~4) ns) „(s+4) 
1 ER ? 


nè) 


andranno sempre decrescendo, mentre le differenze positive 


n(8-1) — „(s) „(s) = r{s +1) 
1 ) ee 


andranno generalmente crescendo, o almeno non decresceranno. 
Indichiamo con D> 0 la prima di queste differenze; poniamo cioè 


n(s-1) — 7(s) — D, 
relazione che equivale all'altra 
nis) — (2709 — 2) = D, 


dove nls) = 6-1) + x —2 è il grado di | C*|. Allora l’ultimo sistema ag- 
giunto | Ci | (oo! almeno) della nostra serie, del quale il genere 


Map, 


avra una dimensione 
part!) p—-1>D+:9 —p-—1, 


Ora qui può supporsi che D sia grande quanto si vuole in confronto a y, 
ad es. 


D = 3(p +1). 
Se cosi non fosse, basterebbe sostituire al sistema di partenza | C| un 
suo multiplo | hC | (e quindi alla superficie F, di cui le C sono sezioni iper- 
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piane, una sua trasformata F,, avente come sezioni le curve di | AC|, la 
quale pud supporsi convenientemente preparata). Infatti partendo dal sistema 
‘|hC| troveremo nella serie dei successivi aggiunti, e precisamente al posto 
d’ordine sh, il sistema |A Cs], di grado N e genere II's”, dove 


NGM — (2116 — 9) = hf nl) — (2 x) — 2), 
sicchè avremo 
Dp = Wh) — pls) — NOM _ Am) — 2) =D; 
e basterà prendere % sufficientemente grande, per avere D; grande quanto 


sì vuole. 
Supposto dunque di aver già realizzata la disuguaglianza sopra scritta 


D=3(p+1), 
fissiamo la nostra attenzione sopra il sistema | C*| che si presenta ultimo 
nella serie degli aggiunti 


el, 1071, IE" la. Cf]. 


Staccando da questo sistema le eventuali componenti fisse, otterremo (data 
la conveniente preparazione di F) un sistema lineare di genere 


per <p+Hl, 
e di dimensione 
r=>D+r0-pT—1=3p, 


come segue subito dalle disuguaglianze precedenti relative a p e a D. Ora 
il detto sistema lineare potrà essere: a) irriducibile, oppure 4) riducibile, cioè 
composto colle curve y d’un fascio. 

Nell'ipotesi a), la presenza del nominato sistema prova ur in virtü 
dei teoremi del n.° 11 (*), che la superficie F è riferibile ad una rigata di 
genere p (dove trattandosi di una superficie di genere numerico — p, dovrà 
risultare p = p). 

Nell'ipotesi 5), designando con 9 il genere delle curve y del fascio sopra 
nominato, e tenendo conto del fatto che in ciascuna delle co” curve l* en- 


(#) Basterebbe anzi per ciò che fosse r=3p— 5; se qui si parte da una disugua- 
glianza meno espressiva, è in vista di ciò che segue, come pure per tener conto dei 
casi p= 1, 2, 
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trano almeno 7 componenti y, avremo 
p+l=p=r(_1)F1; 
e poichè (come innanzi) 
r=3p, 
ne consegue 
6=1. 


Vediamo se può essere 6 = 1, ipotesi che porta 0 = 1, e quindi 70 = 1. 
Consideriamo a tal fine il sistema |C*-‘|, di cui | Ci} è l’aggiunto; il va- 
lore x{%-! del suo genere soddisferà alla diseguaglianza 


rt) = D+r0S>DH4 1. 





Ponendo dunque 
né) = DH4+14+x con x=0, 


saranno 2(D+x) i punti segati da una C? sopra una C*!. Ma poichè 
la Ct si compone (a meno di parti fisse) di almeno r curve y, ciascuna delle 
quali sega la C in un certo numero ¢ di punti, si dovrà avere 


2. Ders 


x 


D'altronde la dimensione 7 di | Cî] è =r@€)_-p—-1=>D+x—-p. 
Sostituendo si trova 
(D + x) (t—2)=tp, 
e questa relazione, se si bada che D>3p, porta di conseguenza 
toe 


Dunque ogni y sarebbe segata da una C*-' in due punti. Ma allora, per 
la formola (1) del n.° 10, la y (curva ellittica di grado 0) sarebbe segata in 
due punti da una C*-*,... e finalmente da una C generica (sezione di F), il 
che è assurdo, visto che allora la y generica sarebbe una conica e quindi ra- 
zionale. 

Resta dunque possibile soltanto l'ipotesi 9—0, la quale dice che « le curve y 
del fascio suindicato sono razionali ». Tanto basta per concludere che anche 
in questo caso, e quindi ogniqualvolta l’invariante w della superficie F è = I, 
la superficie stessa è riferibile ad una rigata (n.° 11, 1). 

14. Secondo caso w > 1. 

È utile premettere qualche osservazione sulla nostra superficie F, sopra 
cui il procedimento di aggiunzione si estingue, e che ha i caratteri w > 1, 
Pa=—P=0. 
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Osserviamo anzitutto che se | C| è un sistema lineare, privo di punti base 
su F, avente il grado n ed il genere 7=p+1, tra i suoi caratteri ed il 
genere x' del sistema aggiunto sussistono le disuguaglianze 


n>2r—2, HR Le 
Per dimostrare la prima basta partire dalla definizione di w, 
n—(22—2)—(t7#—7') =o —1>0, 


notando che se fosse n=27—2, dovrebbe risultare 7’ > 7, e quindi 
r >p+1. Siccome d’altronde il grado del sistema aggiunto | C'| vale 


n=Tr+r—2<27r —2, 


seguirebbe, sempre nella stessa ipotesi, l’esistenza del secondo aggiunto | 0” | 
di genere "> r'>r. E così si continuerebbe all'infinito, mentre per ipotesi 
il processo di aggiunzione deve estinguersi sopra F. Risulta dunque dimostrata 
la prima disuguaglianza. 

Quanto alla seconda si osservi che dal negarla, dal porre cioè 
x =x=p+1, segue (applicando la disuguaglianza già dimostrata al si- 
stema |C’|) n > 27 — 2, ossia (sostituendo a n° il valore sopra scritto) 7 > +, 
contro la ipotesi ora ammessa x = 7. 

E qui si noti incidentalmente che le due disuguaglianze (insieme al 
ragionamento che ha servito a giustificarle) sussistono pure per le superficie 
con w — 1, purchè la ipotesi 7 = p + 1 si sostituisca ora coll’altra #>p + 1, 
e ciò per evitare un caso di eccezione (p == 0, 7 = 1) che altrimenti si pre- 
senterebbe. 

Una seconda osservazione sulla nostra superficie F(» > 1) è che essa non 
può possedere un fascio irrazionale di curve (serie irrazionale di cui una sola 
curva passa per un punto generico della superficie). 

Ammesso infatti che la nostra superficie, di cui il genere geometrico p, 
è certo nullo, possegga un fascio irrazionale, risulta anzitutto che il genere 
aritmetico pa = — p dovrà esser inferiore a 0 (p >0), poichè una superficie 
regolare (py = Pa) non possiede fasci irrazionali (*). 

Il fascio d’altra parte non potrà comporsi di curve razionali, perchè, se 
così fosse, la superficie potrebbe trasformarsi in una rigata, mentre, come ve- 
dremo tra poco direttamente (n.° 21), una rigata ha il carattere » = 1, contro 


(*) Casreznuovo, Alcuni risultati ..., n.° 10. Memorie della Società italiana d. Scienze 
(dei XL), (serie III), tom. X, (1896). 
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l’ipotesi. Posto adunque che sia p>O il genere di una curva generica del 
fascio, e p' il genere del fascio, avremo (applicando. la formola di ZEUTHEN- 
SEGRE estesa ai fasci irrazionali, n.° 6, Oss.) che l’invariante relativo J della 
superficie sarà espresso da 

I=A+4(p—1)(p —1)—4, 


dove A=0 è il numero delle curve del fascio dotate di punto doppio. Dun- 
que [= — 4; e per la relazione tra I, w e p = — p (n.° 6) si deduce 


w = — 12 p + 13, 


la quale contraddice alla ipotesi » > 1 unita all’osservazione secondo cui deve 
essere p= 1. 

Premesse queste osservazioni, ritorniamo alla nostra superficie F di ge- 
nere aritmetico — p =0, avente w > 1, sopra la quale il processo di aggiun- 
zione si estingue. Partendo dal sistema |C| delle sezioni piane, formiamone 
i successivi aggiunti, fino all’ultimo aggiunto | C°|, almeno oo!. Designando, 
secondo il solito, con xl il genere di | C*|, avremo 


nO =p +1. 


Ora il sistema |C*| potrebbe esser ridueibile; prescindendo in tal caso 
dalle sue, componenti fisse, otterremo (n.° 10) o un sistema lineare irridu- 
cibile di genere 3 

per) <p+l, 


oppure un sistema composto colle curve y di un fascio lineare, delle quali 
il genere virtuale designeremo ancora con p; ora qui, fatta astrazione dalla 
ipotesi p— 0 che condurrebbe senz’altro a conchiudere la razionalità di F, si 
avrà ancora 

per" <p-+l. 


In ogni caso avremo dunque su Æ un sistema lineare irriducibile | K |, 
virtualmente privo di punti base, di genere virtuale 


pep+1 
e di genere effettivo = p. 
Indichiamo con 7 la dimensione di | X|, ed applichiamo a | K| la disu- 
guaglianza del n.° 7; troveremo 


Dp +r>=11lp u, 
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ossia, poichè e=2 e p=p + 1, avremo 
r=6p—11. 


Questa disuguaglianza ci conduce subito al risultato che desideriamo, 
quando si faccia la ipotesi p=3(*). Infatti allora l’ultima formola ci dà 


r=3p--2=1, 
donde segue (ricordando la p = p + 1) 
r=3p en, 


Si conclude (n.° 11), tanto se p—0, 1, 2, quanto se p>2, che la su- 
perficie F è riferibile ad una rigata. 

Restano dunque da trattare le ipotesi p=0, 1, 2, delle quali la terza 
specialmente darebbe luogo ad una discussione alquanto minuziosa, se voles- 
simo seguire una via analoga a quella tenuta per p= 3. Si arriva invece ra- 
pidamente al risultato per la via completamente diversa che qui indichiamo. 

Sia |C| il sistema delle sezioni piane della superficie F', od un multiplo 
di quello abbastanza elevato per far sì che il genere di | C| sia xp + 1, 
e che inoltre il sistema aggiunto | C | sia irriducibile. Allora, detto x il ge- 
nere di | C’|, risulterà intanto, per una osservazione precedente, x >. Cid 
premesso, formiamo il sistema | K-"]=|2C0—2C'|. Noi abbiamo già cal- 
colato i caratteri del detto sistema (n.° 5, formole (1), (2)'), ed abbiamo tro- 
vato che, indicandone con R, IT, N la dimensione, il genere virtuale ed il 
grado, si ha (tenuto conto della ipotesi p = 2) 


R=30—3—p=30—5 
[I = 0, N =4 (wm — 1). 


Ora dal fatto che esista su F un sistema di genere © = 2 e dimensione 
R=3%©—5, si conclude senz'altro (n.° 11, 4)) che /' è riferibile birazional- 
mente ad una rigata; e ciò anche nella ipotesi estrema = 2, in cui il 
sistema può ridursi ad un fascio, giacchè il fascio o possiede N = 4 punti 
base semplici, ed allora si può applicare la proposizione 3) del n.° 11, o pos- 
siede un punto base (accidentale) doppio, ed allora la curva generica del fascio 


(#) E qui da notarsi che la discussione del caso w>1, p> 0 procede in certo modo 
per assurdo; giacchè la discussione stessa, unita alla osservazione (n.° 21) che per una 
rigata si ha »=1, mostra che la ipotesi w> 1 conduce solo alle superficie razionali, 
per le quali d’altronde è p= 0. Ma non par facile dedurre direttamente la p — 0 dalla w > 1. 
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ha il genere effettivo w — 1 — 1, e si può ricorrere alla proposizione 2) del 
n.° 11. Dunque in ogni caso la nostra superficie F con w > 1 è riferibile ad 
una rigata. 
15. Riassumendo il resultato della discussione precedente (ni 13, 14), 
arriviamo infine al teorema fondamentale: 
Se sopra una superficie il procedimento di aggiunzione applicato ad un 
qualsiasi sistema lineare ha termine dopo un numero finito di operazioni, la 
superficie può trasformarsi birazionalmente in una rigata (razionale 0 no). 


V. LA TRASFORMABILITÀ DI UNA SUPERFICIE 
IN UNA RIGATA DESUNTA DALL’ESISTENZA DI CERTI SISTEMI DI CURVE SOPRA DI ESSA. 


16. In forza di ciò che si è detto al n.° 12, il resultato ultimamente 
ottenuto sì può enunciare dicendo: 

Una superficie contenente un sistema lineare di curve di dimensione = 0, 
di genere n>0, e di grado n> 27 — 2, è riferibile ad una rigata. 

Il resultato vale sia che si tratti di un sistema riducibile o irriducibile, 
ed in questo secondo caso si possono indifferentemente considerare i caratteri 
effettivi del sistema (in rispondenza all'ipotesi che il sistema stesso abbia dei 
punti base assegnati), o i caratteri virtuali (in rispondenza all’ipotesi che gli 
eventuali punti base del sistema si riguardino come virtualmente inesistenti); ma 
i] caso in cui si considerano i caratteri virtuali è sempre più espressivo. 

Per riconoscere l'ampiezza del resultato ottenuto basterà considerare dei 
valori particolari del genere x. 

Per r=1 ritroviamo, maggiormente esteso, il resultato 2) riportato al 
n.° 11 concernente le superficie con un fascio lineare di curve ellittiche; per 
t=2 troviamo il resultato 3) del n.° 11 sulle superficie con un fascio lineare 
di curve di genere due. 

Per x —3 si ottengono già dei resultati interamente nuovi; in particolare 
lo studio delle superficie a sezioni di genere 3 fa un progresso essenziale 
mediante il teorema : 

Una superficie, d'ordine superiore a 4, a sezioni di genere 3, è razionale, 
o rigata, o trasformabile in una rigata di genere 1 o 2. 

E per esaurire completamente il detto studio (poichè le superficie razio- 
nali a sezioni di genere 3 sono già note) basterà classificare i sistemi lineari 
di curve di genere 3 appartenenti ad una rigata ellittica o di genere due. 
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17. Dal teorema del precedente numero discende |’ importante corollario: 

Se una superficie contiene una serie continua (algebrica) oo! di curve 
razionali, o questa serie è tule che ogni punto della superficie appartiene ad 
una curva di essa, cioè la detta serie costituisce un fascio di un certo genere 
p=0, ed allora la superficie è trasformabile in una rigata di genere p; 0 
la serie è tale che per ogni punto passano più curve di essa, ed allora la 
superficie è razionale. 

La prima parte dell'enunciato essendo già nota (cfr. n.° 11, 1)), basterà 
stabilire la seconda. 

Designando con C le curve razionali della serie, avremo per un teorema 
del sig. Humsert (*), (la superficie essendo priva d’integrali di differenziali 
totali di 1.” specie) che le C saranno contenute totalmente in un sistema 
. lineare; il genere x di questo sistema verrà dato dal numero dei punti doppi 

variabili delle C, e.il grado n di esso dal numero delle intersezioni. varia- 
bili di due C. 
Pel nostro scopo occorre provare che 


n>2nr—2. 


A tal fine stabiliamo una corrispondenza razionale tra la superficie / ed 
una superficie F’’ possedente un fascio di curve razionali C’; cid si ottiene 
rappresentando birazionalmente ciascuna C su ciascuna C’, e facendo quindi 
corrispondere ad ogni punto di / (pel quale passerà un certo numero v> I 
di curve C) un gruppo di v punti sopra F’'. Si può anche supporre che la 
F' sia una rigata e le C’ generatrici di essa, poichè in caso opposto baste- 
rebbe assoggettare F’’ ad una conveniente trasformazione birazionale (n.° 11, 1)). 

Così avendo operato, ai punti della F corrispondono sulla rigata wi 
gruppi di v punti di una involuzione I,, cioè di una serie di gruppi cosiffatta 
che ogni punto della superficie appartenga ad un gruppo della serie. È ora 
facile stabilire qual significato abbiano per la detta involuzione J, di Fi 
caratteri x e n relativi al sistema delle curve C di F. 

Tl genere x (numero dei punti doppi variabili. appartenenti ad una C) 
viene dato dal numero dei gruppi /, che hanno due punti sopra una data 
generatrice di I’; il grado n (numero dei punti variabili comuni a due C) 
& invece il numero dei gruppi di J, aventi un punto sopra una data gene- 


(#) Sur quelques points de la theorie... Journal de Mathématiques (4. s.°),: X (1894), 
pag. 195. 
Annali di Matematica, Serie III, tomo VI. 28 
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ratrice ed un secondo punto sopra una seconda generatrice pur data. Ora è 
chiaro che se le due ultime generatrici vengono a coincidere in una, gli 
n gruppi di J, ora nominati, divengono i x gruppi di J, che hanno due punti 
su quella generatrice, più un certo numero d=0 di gruppi di J, aventi un 
punto sulla detta generatrice ed un secondo punto infinitamente vicino al 
primo. | 

Di qui si ricava n = 2 x + d, ossia n=2 x; donde si trae che la super- 
ficie F' è razionale o riferibile ad una rigata irrazionale; ma la seconda al- 
ternativa resta esclusa per l’esistenza su F di una serie di curve razionali 
non formanti un fascio. | 

All’enunciato sopra scritto possiamo dare anche le seguenti forme equi- 
valenti: 

Ogni involuzione sopra una rigata è razionale o riferibile ad una nuova 
rigata, il cui genere non può superare quello della data. 

In particolare si ha il resultato noto: 

Le involuzioni piane sono razionali (*). 

Sotto forma algebrica il precedente resultato generale si esprime dicendo: 

Se l'equazione algebrica 

f(x y 2) =0 


si può risolvere ponendo x, y, 2 funzioni razionali di due parametri X, Y, 
legati da una relazione algebrica, e di un parametro t: - 


a=ax(XYt), y=y(XYt), e=2(XYt), 
9(XY)=0, 


e se le scritte formule di risoluzione non sono razionalmente invertibili, si 
possono introdurre nuovi parametri 


Eee i 


funzioni razionali dei precedenti, per modo che le x, y, 2 si esprimano per 
Xi} Yi; t, in modo razionale invertibile, oppure si può risolvere la f (ay z) = 0 
ponendo x, y, 2 funzioni razionali di due nuovi parametri indipendenti u, v, 
che sieno alla lor volta razionalmente esprimibili per +, y, 2. 

18. Ricordando ciò che si è trovato al n.° 9, il teorema generale del 
n.° 16 ci permette anche di enunciare il corollario: 


(*) CASTELNUOVO, Sulla razionalità delle involuzioni piane. Mathem. Annalen, XLIV 
(1893). 
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Una superficie contenente infinite curve eccezionali & riferibile ad una 
rigata (razionale 0 no). 

Una superficie contenente una curva eccezionale di 2.4 speciè è riferibile 
ad una rigata (razionale 0 no). 

Una superficie, non riferibile ad una rigata, si può trasformare in quisa 
da non contenere alcuna curva eccezionale. 

Quest'ultimo resultato è soprattutto importante pel fatto che, rispondendo 
in modo preciso alle previsioni, solo in parte giustificate, fatte intorno all’ar- 
gomento, permette ormai di ritenere eliminata dallo studio delle superficie la 
grave difficoltà inerente alle curve eccezionali. 

19. Il resultato del n.° 16 permette anche di colmare una lacuna 
tutt'ora esistente nello studio delle superficie con una serie continua di tras- 
formazioni birazionali in sè stesse. 

Le superficie che ammettono una serie continua di trasformazioni bira- 
zionali, formanti un gruppo (nel senso di Liz), sono state studiate anzitutto 
dal sig. Picarp (*), che, tenendo di mira il caso più interessante del gruppo 
permutabile, giunse alla scoperta delle superficie iperellittiche, oggetto di ulte- 
riori studi notevolissimi del sig. Humserr (**). Le ricerche del sig. Picarp, per 
quanto concerne le superficie dotate di un gruppo di’trasformazioni non per- 
mutabili, furono in qualche punto proseguite da CasteLNUOvo ed Exriques (***) 
(i quali dettero l'estensione alle superficie del teorema di Scawartz per le 
curve, considerando il caso di gruppi co° o più ampi), ed infine furono, si 
può dire, condotte a termine dalla profonda analisi del sig. PamLevé (****), 

Ma tutte queste ricerche lasciano da parte le superficie dotate di una 
serie continua di trasformazioni non appartenenti ad un gruppo (possedente 
un numero finito di dimensioni); e la domanda, formulata dai sig. Picarp e 
PamLevé, se esistano superficie siffatte oltre alle superficie razionali e alle ri- 
gate, rimaneva tuttora senza risposta. | 

I resultati di questo lavoro permettono di rispondere in modo negativo 
alla domanda suddetta. 


(*) Mémoire sur la théorie des fonctions algébriques, Journal de Mathématiques 
#233.) V (1889). 
us Journal de Mathématiques (4.™° s.°) IX (1893). 
(***) Comptes Rendus de l’Acad. d. Sc., Juillet 1895. 
(****) Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles, pag. 265 e seg, 
(Paris, Hermann, 1897), 


? 
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Si abbia infatti una superficie N" dotata di una serie continua oo! di 
trasformazioni birazionali in sè stessa. Moltiplicando ad r ad r le trasforma- 
zioni della serie, e facendo poi crescere il numero 7, due casi potranno pre- 


sentarsi; o si otterrà una serie di trasformazioni, la cui dimensione andrà 


sempre crescendo con 7, e sarà anzi r stesso; oppure si giungerà alla fine ad 


un gruppo dipendente da un numero finito di parametri, nel qual gruppo la 


serie data sarà contennta. Noi dobbiamo naturalmente occuparci del primo 
caso. Applichiamo le oo” trasformazioni nominate al sistema lineare | C|, di 
genere 7 e grado n, formato colle sezioni (piane o iperpiane) di F. Otter- 
remo una serie continua di curve C, di genere 7, la cui dimensione andrà 
crescendo senza limite col crescer di r. Altrettanto accadrà dunque del nu- 
mero N, delle intersezioni di due C, generiche, giacchè tutte le C, segano 
sopra una di queste una serie (lineare o no) di gruppi, la cui dimensione è 
la dimensione della serie delle C, o ne differisce in meno per una unità. 


Consideriamo d’altra parte, tra le nominate C,, quelle curve C, che pro- 
vengono dalle sezioni C di F’ per effetto di una determinata tra le oo” trasfor- 


mazioni. Quelle C, formano evidentemente un sistema lineare PORT, di cui il 
genere e il grado (effettivi) coincidono col genere x e il grado » di | CI. Però 


il sistema | C,| avrà generalmente un certo numero ¢ di punti base di mol- 
o 
teplicità A,, k:,..., As; tenendo conto delle ah intersezioni assorbite da 


questi, si avrà il grado virtuale di | C,| che dovrà coincidere col numero N, 
delle intersezioni di due ©, generiche; dunque 


N,=n + D he: 
Similmente, detto IT, il genere virtuale di | C,|, si avrà 
I =n+3 Yh (h—1). 
Ora dalle due relazioni sì ricava 


N. di na 
1 


Ma poichè, col crescere di r, il numero N,, e quindi N Wr , può ren- 


ders grande quanto si vuole, si potra anche rendere. is ad arbitrio 


D 
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o Tr | | | 
A = VS h°, e per conseguenza si potrà rendere positiva la differenza 


N,—211,. Tanto basta per concludere (n.° ‘18) che 

Una superficie la quale ammetta una serie continua di trasformazioni 
birazionali non appartenenti ad un gruppo (d'ordine Pee: è razionale 0 ri- 
feribile ad una rigata di genere p>0. 

Nel piano e sulle superficie rigate di genere po si costruiscono age- 
volmente serie di trasformazioni non appartenenti ad un gruppo; queste, come 
è chiaro, operano intransitivamente sui punti della superficie quando sia p > 1. 


VI. IL GENERE LINEARE pl') DI UNA SUPERFICIE E LA SUA IMPORTANZA NEL DECIDERE 
SE LA SUPERFICIE SIA TRASFORMABILE IN UNA RIGATA, 


20. Nel n.° 5, definendo l’invariante relativo w di una superficie J’, 
abbiamo osservato che esso diviene un invariante assoluto pl quando la 
superficie Æ° sia priva di curve eccezionali. Se al contrario la superficie F 
possiede un certo numero finito e > 0 di curve eccezionali, nel qual caso essa 
può trasformarsi in una superficie priva di curve eccezionali, il valore del- 
l’invariante assoluto p™ non coincide col valore di » calcolato sulla /, ma 
ne differisce di e unità; e si ha precisamente 


pU=o +e. 


L’invariante assoluto pl) così definito prende il nome di genere lineare 
(o Curvengeschlecht) della superficie J’ (*). La definizione è in perfetto accordo 
con quella data dal sig. Norrner, nel caso in cui la superficie abbia il genere 
geometrico py> 0, giacchè allora pl) è precisamente il genere (virtuale) delle 
curve canoniche di F, mentre pî — 1 è il grado (virtuale) del sistema cano- 
nico. Ma la definizione sopra riferita comprende altri casi che sfuggono alla 
definizione di Nortuer; precisamente quella si estende ad ogni superficie che 
non sia trasformabile in una rigata (cfr. n.° 18). Come essa possa estendersi 
anche alla classe delle rigate si vedrà tra poco. 

Osserviamo per ora che sulle superficie dotate di un numero finito (zero 
incluso) di curve eccezionali, il genere lineare pl! è sempre =1. Ciò segue 


(*) Cfr. EnRrIQUES, Introduzione ..., § 41. 
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dal fatto che, ammesso di aver trasformato la nostra superficie in una F priva 
di curve eccezionali, e detti 7, =’, =’... i generi del sistema | C| delle se- 
zioni piane di F e dei successivi aggiunti | C'|, |C”|..., si ha, per defini- 
zione, l'uguaglianza 

(er) (a) —1, 


e sussistono pure tutte le analoghe che si ottengono aumentando di una 
unità per volta gli apici di tutte le 7. Ora se fosse p! <1, p—1<0, 
le differenze 7 — n, m — re, x'—n"... formerebbero una serie di valori 
crescenti (cfr. n.° 13), e quindi da un certo punto in poi i generi dei suc- 
cessivi aggiunti andrebbero decrescendo; ma allora (tenuto conto del n.° 10) 
l’aggiunzione si dovrebbe esaurire dopo un numero finito di operazioni, il che 
non può certo accadere sulla superficie F. 

Osserviamo inoltre che sulle superficie di cui stiamo ora parlando, il ca- 
rattere pl!) = 1 permette di fissare un limite inferiore al valore dei singoli 
plurigeneri, stabilendo così (tranne in un caso) l’esistenza dei sistemi plurica- 
nonici da un certo punto in poi, e dandone inoltre i caratteri. Infatti, detto 
| C| il sistema delle sezioni piane della nostra superficie F priva di curve 
eccezionali, e |C’| il sistema aggiunto, sappiamo che il sistema 7-canonico 
| Ki] di F è dato dalla identità | K*|—|7C' — ? C|. Se adunque indichiamo 
con pa, PU) il genere aritmetico e il genere lineare di J’, ed ammettiamo che 
tra il grado n e il genere x di F passi la disuguaglianza n<27—2, ab- 
biamo per lo i-genere P; la limitazione (n.° 5 (1)) 


PEU (po 1) +pa+1 (n<2r-2 >) 


mentre il genere virtuale I; e il grado virtuale N; del sistema 7-canonico, 
di cui P;— 1 è la dimensione, sono espressi da 


= CEL (0-41, Met) @=25-2i=1). @ 


La formola (1) è stata ottenuta nella ipotesi che pel sistema | C| valesse 
la disuguaglianza n<2x — 2; mentre le superficie che stiamo ora consi- 
derando possono anche . avere sezioni piane C per cui valga la relazione 
n—=2r—2 (non main>27— 2, chè altrimenti la superficie sarebbe riferi- 
bile ad una rigata e quindi possederebbe infinite curve eccezionali). Ammessa 
l’ultima uguaglianza si osservi (n.° 5) che il ragionamento con cui si perviene 
alla formola (1), e la (1) stessa, continuano a sussistere quando si sappia che 
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la serie segata dal sistema |? C’| sopra una curva di [5 C| è non speciale; 
mentre se la serie stessa fosse speciale bisognerebbe modificare la (1) dimi- 
nuendo di 1 il secondo membro. Ma in questo secondo caso si ottiene un 
risultato molto più espressivo osservando che la detta serie, se è speciale, è 
la serie canonica (come risulta dal confronto del suo ordine col genere della 
curva a cui appartiene); allora però '2C'| è il sistema aggiunto ad {7 C |. Ora 
dall’ identità 





|ic'l=|GOY|=|@—1C+ 01] 
segue 


|@e-1)C"=]@—-1)C]; 


e questa afferma che esiste il sistema (© — 1)-canonico, composto di una sola 
curva d’ordine zero; quindi P;-,— 1. D'altronde, uguagliando ad es. i gradi 
di |(É-— 1) C|e |(i— 1)C'|, si trova che nelle stesse ipotesi è p")—1; e 
direttamente si vede che la superficie in questione ha il genere geometrico py 
e tutti i plurigeneri minori o uguali a 1, in particolare però 


Pie Piacy="Pag yi er, 


mentre il genere aritmetico vale pa = pg =1. Per una siffatta superficie è 
inutile di surrogare la formola (1) con un’altra, la quale non potrebbe dar 
nulla di più di quel che ora si sia esposto. 

Concludiamo adunque : 

Sopra una superficie possedente un numero finito di curve eccezionali 
(e quindi non trasformabile in una rigata), la quale abbia il genere lineare 
pi > 1, lo i-genere Pi è espresso dalla formola (1), ed è quindi maggiore di 
zero per tutti è valori di i superiori ad un certo limite (*). 

Se invece la superficie ha il genere lineare p\') —1, la formola (1) può 
cadere realmente in difetto. Esistono infatti superficie a sezioni di genere 7, 
d'ordine n=27—2, le quali hanno 

Di, Da= Pi= 1 per qualsiasi valore di è, 
come ad es. la superficie generale del quarto ordine; e superficie che nella 
stessa ipotesi (n = 27 — 2) hanno 

pizza |, Paz 0, Ep—40, 1; secondochè i è dispari o pari, 
come ad es. la superficie del sesto ordine passante doppiamente per gli spi- 


(*) Quest’ ultima osservazione è stata applicata nello studio delle superficie con 
pl) = 2, 3... Cfr. due Note di EnrIques nei Rendic. della R. Accad. d. Lincei, febbraio 
e marzo 1897. 


220 Castelnuovo ed Enriques: Sopra alcune questioni fondamentali 





voli di un tetraedro. Altri tipi di superficie si potrebbero citare, sui quali non 
intendiamo fermarci qui. 

Ritornando alle superficie con pt) > 1, accanto al limite inferiore per lo 
i-genere fissato: dalla (1), si può assegnare pure un limite superiore a P; me- 
diante la formola 


Prep ++, pica ee 


dove è deve esser preso abbastanza grande perchè sia P;-,> 0. La (2) si 
giustifica osservando che il sistema 7-canonico sega sulla curva generica del 
sistema (© — 1)-canonico la serie canonica, lasciando per residuo il sistema 
canonico. Anche la (2) cade in difetto per pl) = 1, come risulta da effettivi 
esempi di superficie rappresentabili sul piano doppio (*). 

21. Nel numero precedente noi abbiamo definito il genere lineare pl) 
per ogni superficie avente un numero finito di curve eccezionali. Ora si può 
chiedere se quella definizione possa presentarsi sotto tal forma, da estendersi 
anche al caso delle superficie che posseggono infinite curve eccezionali e 
quindi appartengono alla famiglia delle rigate. 

Basta osservare a tal fine che, per definizione, sopra una superficie della 
prima categoria, possedente e= 0 curve eccezionali, i genere lineare p") = w+e 
è il massimo valore che possa assumere |’ invariante relativo » calcolato sopra 
tutte le superficie in corrispondenza birazionale con quella considerata (ap- 
partenenti cioè alla stessa classe di quella); quel massimo corrisponde precisa- 
mente alle superficie della classe che son prive di curve eccezionali. 

Ora è il caso di esaminare se partendo da una superficie della seconda 
categoria (razionale o rappresentabile sopra una rigata), e calcolando 1 valori 
di © per tutte le superficie birazionalmente identiche a quella, questi valori 
ammettano un massimo finito, che sarà allora un invariante assoluto. della 
superficie. La risposta, come ora vedremo, è affermativa; potremo adunque 
dar la seguente definizione generale del genere lineare Kor 

Dicesi genere lineare (principale) pl) di una data superficie qualsiasi 


(*) Cfr. ENRIQUES, Sui piani doppi di genere lineare pV = 1. Rendie, della R. Accad, 
d. Lincei, 1898. | 

(**) CASTELNUOVO, Sul genere lineare di una superficie... Rendic. della R. Accad. 
d. Lincei, giugno 1897; occorre perd avvertire che in questa Nota sono scambiati gli 
aggettivi principale e secondario applicati ai generi lineari. La nuova dicitura pio a 
nel testo pegmbra la più conveniente. 


it 


ci 
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il massimo valore che assume l’invariante relativo w calcolato su tutte le 
superficie in corrispondenza birazionale con quella. 

Veniamo ora a dimostrare l’esistenza del massimo valore di è per le 
superficie razionali, e per quelle che son rappresentabili sopra una rigata 
irrazionale. 

Trattiamo anzitutto questo secondo caso. 

Se una superficie F è in corrispondenza birazionale con una rigata di 
genere p>0, la F contiene un fascio di genere p di curve razionali, imma- 
gini delle generatrici della rigata. Questo fascio ci permette di calcolare 
l’invariante relativo J della F, servendoci della estensione della formola di 
ZIEUTHEN-SEGRE stabilita nella osservazione del n.° 6. Troviamo precisamente 


I=A—4p, 
dove A = 0 è il numero delle curve del fascio irrazionale che posseggono un 
punto doppio (e quindi si spezzano, trattandosi di curve razionali). Segue di 
qua che /=— 4p, ed il valore minimo, — 4 p, è raggiunto se /' stessa è 
rigata, poichè per una rigata è A=0. D'altra parte si ha la relazione fonda- 
mentale (n.° 6) 
I+a=12pa+9=—12p+49 (Pa = — p). 
Segue subito di qua che 
a= —8(p—1) +1, 
il valore massimo essendo raggiunto quando ad es. w venga calcolato sulla 
rigata stessa. Dunque per definizione: 


Una rigata di genere. p > 0 (ed ogni superficie riferibile birazionalmente 
a quella) ha il genere lineare 


Des — 1) 1 


Il ragionamento ora applicato alle rigate irrazionali non si estende al 
piano e alle superficie razionali. Per queste conviene proceder direttamente 
nel modo che segue. Si osservi anzitutto che il valore di » calcolato per il 
piano, partendo da un sistema privo di punti base, ad es. dal sistema delle 
quartiche piane (1=3, n= 16, x =0), è 


ont — 3(r—1) = 10. 
Rimane però il dubbio che calcolando © per una superficie razionale, diversa 
dal piano, si possa trovare un valore superiore. Per toglier questo dubbio 
Annali di Matematica, Serie III, tomo VI. 29 
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si consideri una superficie razionale J’ il cui w sia > 1, e sopra questa si fissi 
un sistema lineare irriducibile | C| di curve, privo di punti base, avente il 
genere r = 1, e il grado n; sia | C’| il sistema aggiunto, di cui indichiamo 
con x' il genere. Per l’arbitrio di cui si dispone nella scelta di | C!, si potrà 
sempre supporre che |C'| sia irriducibile; ed allora si concluderà (in base 
al n.° 14) che =>". Ciò premesso, si formi il sistema | C— C'|. Il n.° 5 
(formole (1), (2)') ci insegna a calcolarne i caratteri. Vediamo così che la 
dimensione del detto sistema è 


k=o— 1; 
mentre il genere (virtuale) vale 
11/1; 





Dunque | C — C’| è un sistema di curve ellittiche di dimensione = w — 1. 
E siccome sopra il piano, o sopra una superficie razionale, un sistema di 
curve ellittiche ha la dimensione = 9, segue che per la nostra superficie è 
w = 10; mentre per il piano è w = 10. Concludiamo: 

Il genere lineare di una superficie razionale è pl = 10, e coincide col 
valore che ha |’ invariante relativo © calcolato sul piano. 

Riassumendo, possiamo dire ormai che per ogni superficie vien definito 
il genere lineare pl. Precisamente, in relazione coi valori del genere lineare, 
le superficie possono classificarsi nel seguente modo: 

A) Superficie per cui il genere lineare pl = 1; la famiglia di queste 

si suddivide in due: 

a) se sulla superficie esiste un sistema con n>27— 2, la superficie 
è razionale (p!— 10) o riferibile a una rigata ellittica (p")— 1); 

a’) se sulla superficie non esiste un sistema siffatto, il processo di 
aggiunzione applicato a partire da un sistema generico non si estingue mai; 
ed anzi se p => 1, esistono i sistemi pluricanonici da un certo punto in poi 
(P;>0 per è abbastanza elevato); mentre nulla di definitivo si può dire per 
ora, sotto tal rapporto, se pl) = 1. 

B) Superficie per cui il genere lineare pl) <1; queste superficie son tutte 
riferibili birazionalmente a rigate di genere p>1, dove pl) = —8(p—1)+1. 
Si ha di qua un criterio per decidere se una superficie sia. rappresen- 
tabile sopra una rigata di genere p > 1; mentre un criterio analogo, basato 
esclusivamente sul valore di pf, viene a mancare per le superficie rappre- 
sentabili sul piano o sulla rigata ellittica (p=0, 1). 
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22. Volendo dare una condizione che valga ad esprimere la riferibilità 
di una superficie ad una rigata, anche nei casi p=0, 1, si presenta assai 
naturale l’idea di modificare la definizione del genere lineare p) data innanzi, 
introducendo, accanto al carattere pl) già definito, un nuovo invariante che 
diremo genere lineare secondario e designeremo con pl. Si chiamerà genere 
lineare secondario pl) di una classe di superficie, il massimo valore che rag- 
giunge Vinvariante relativo w, calcolato su quelle superficie della classe per 
le quali è soddisfatta la condizione n=27 — 2 tra l'ordine e il genere di 
una sezione piana. 

Dunque per definizione è sempre pl) = pl). Anzi il genere lineare secon- 
dario non differisce dal principale p per quelle superficie che hanno un 
numero finito di curve eccezionali (e quindi non sono trasformabili in rigate), 
perchè queste superficie posseggono solo sistemi lineari per cui n=27—2 
Ed è pure pl) — pl) per le rigate di genere p> 1, potendosi supporre che 
le sezioni piane della rigata su cui si calcola l’o = pl), siano curve speciali 
(n =27r — 2), coll’avvertenza che la rigata si ridurrebbe a un piano doppio 
quando fosse iperellittica. Invece per il piano e la rigata ellittica il carattere 


pl" = 10, 1 differisce necessariamente dal pl! che non può superare il valore zero. 


Che sia p=0 segue da ciò, che in una superficie con infinite curve ec- 


cezionali avente il carattere (pl) =)w= 1, il sistema delle sezioni piane sod- 
disfa coi suoi caratteri alla disuguaglianza n > 27 — 2 (n.° 14), e non alla 
n=2r—2 che serve di base al calcolo del pl). Ora volendo dimostrare che 
tanto per il piano, quanto per la rigata ellittica è proprio pf = 0, basta far 
vedere che sull’una e sull'altra superficie si possono costruire sistemi lineari 
di curve per i quali n=27— 2, ed o=n+7 —3(r—1)— 0. 

Per il piano si consideri infatti il sistema co® delle sestiche con 8 punti 
base doppi e due punti base semplici coniugati sulle sestiche (sistema del 
quale, volendo, si potrebbe anche prendere un multiplo); qui si ha n=2, 
M dm, e quindi n—2à7—2, © — 0... 

Per ottenere un esempio relativo alle rigate ellittiche, si parta anzitutto 
da una rigata priva di singolarità, come è la rigata del quinto ordine dello 
spazio a quattro dimensioni; si seghi questa mediante le varietà del sesto 
ordine che passano per 14 generatrici. Si otterrà un sistema lineare di curve, 
che (come facilmente si verifica) ha la dimensione 6, il grado 12 e il genere 6; 
il sistema, essendo privo di punti base, ha il carattere » = 1 (n.° 21). 

Se ora si costringono le curve del sistema a passare doppiamente per 
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un punto della rigata, si otterrà un nuovo sistema oo? rappresentativo di una 
superficie di ordine n =8, a sezioni del genere == 5, dello spazio ordina- 
rio, per la quale è n = 27 — 2, o=0. 

In breve possiamo dire che per ogni superficie si ha 


po = pl 


tranne che per il piano e per le rigate ellittiche che hanno 
pt) = 0 e rispettivamente DIO TORE 


Concludiamo: 

La condizione perchè una superficie possa porsi in corrispondenza bira- 
zionale con una rigata (razionale o no) viene espressa dall’ esser ‘il genere 
lineare secondario pl) = 0. 

Nelle applicazioni concrete questo criterio non ha però un vero valore 
pratico, giacchè il calcolo del pl) esige in sostanza l’effettuazione di quelle 
stesse operazioni che occorrono per riconoscere direttamente se la superficie 
sia riferibile ad una rigata. 

23. Il criterio suddetto permette tuttavia di ritrovare le condizioni già 
note di razionalità di una superficie. Si abbia una superficie di genere arit- 
metico e geometrico nullo, pa = py=0, e di gence lineare secondario pl). 
Applicando a questo caso i ragionamento deln.” 20, si trova un limite infe- 
riore al bigenere della superficie, limite dato dalla fone 


Py Sano, 


Se ora si suppone che la superficie abbia anche il bigenere nullo, P, =0 
(ipotesi che porta con sè l’altra py7=0), ne seguirà pl) =0; la superficie 
sarà dunque riferibile ad una rigata, che d’altra parte dovrà esser razionale 
perchè si ha pa= 0 (donde si trae pl:= 0). E siccome inversamente una 
superficie razionale ha certo pa = P, =), si conclude (*): 

Le condizioni di razionalità di una superficie sono espresse dall'annul- 
larsi del genere aritmetico e del bigenere (pa = P: = 0). 

24. Ora si affaccia spontanea la domanda: Quando il genere aritme- 
tico pa di una superficie è inferiore a 0, si riuscirà ad esprimere le condizioni 


(*) CasteLNUOVvO, Sulle superficie di genere zero. Mémorie della Società italiana delle 
Scienze (dei XL), (serie III), tom. X (1896). 
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perchè la superficie sia riferibile ad una rigata (di genere — pa), annullando 
un certo numero di plurigeneri? Per dare una risposta occorre esaminare se 
le superficie non riferibili a rigate, aventi il genere lineare (principale = se- 
condario) p")>>0, debbano possedere sempre delle curve pluricanoniche di 
un certo indice 2, sia pur elevato. Ora dalla formola 


Pim pat “> (p= 1) +1, 


che sussiste quando pl) > 1, abbiamo già concluso che, in questa ipotesi, esi- 
stono curve 7-canoniche per 7 assai alto. Ma se pl) — 1, l’esistenza di curve 
pluricanoniche di indice qualsiasi resta dubbia per ora. 

Non sappiamo dunque rispondere oggi all’importante questione sopra 
enunciata. Soltanto alcuni esempi di superficie contenenti un fascio ellittico 
di curve ellittiche (superficie che ci proponiamo di studiare) mostrano che 
é impossibile di esprimere le condizioni perché una superficie di genere arit- 
metico — p(p>0) sia riferibile ad una rigata, coll’annullare un certo nu- 
mero di plurigeneri dipendente dal valore di p. 


Firenze, autunno 1900. 
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Sulle serie di polinomi che rappresen- 
tano un ramo di funzione analitica 
monogena. 


(Di C. A. DeLL’AgnoLa, a Padova.) 


Nota teoria delle funzioni analitiche rimaneva, sino a poco tempo fa, 
insoluto il problema seguente : 
« Data una funzione analitica mediante i suoi elementi 


F(a), FO (a), FO (a),..., F® (a),... (1) 


relativi ad un punto regolare a, determinare, colla sola conoscenza di questi 
elementi, la espressione, che la rappresenta nel suo campo di validità, in 
una regione contenente il punto a e che sia la più estesa possibile. » 

Questa importantissima questione è stata risoluta recentemente, in modo 
affatto generale, dall’illustre prof. Mirtag-LEFFLER (*). 

Sopra ogni raggio uscente dal punto regolare a, consideriamo il segmento 
(finito od infinito), che è compreso fra questo punto ed il punto singolare del 
raggio stesso più vicino al punto a. Si ha così un continuo formato di un 
sol pezzo, che l'A. chiama stella appartenente agli elementi ZF (a), FM (a),..., 
FW") (a),... È precisamente in tutta la stella così definita, che l'A. dà l’e- 
spressione della funzione col solo sussidio degli elementi (1), mediante una 
serie di polinomi del tipo 

New FO (a) (x — a), 
17) 


ove le cy sono coefficienti numerici, che possono venire determinati in ma- 


niere differenti. Ciò poi, che è molto notevole relativamente a questi coeffi- 





(*) Sur la représentation analytique d'une branche uniforme d'une fonction monogène 
Acta math., Tom. 23. 
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cienti, si è che essi, una volta determinati, sono affatto indipendenti dalla 
scelta del punto a e degli elementi (1) ad esso corrispondenti; in altri termini 
essi sono valevoli per qualunque funzione analitica regolare nel punto stesso. 

‘Io mi propongo, in certa qual guisa, la questione inversa, di studiare cioè 
le serie di polinomi in quanto esse sono atte a rappresentare in un campo 
(stella), in cui sono convergenti, un ramo di funzione analitica monogena (*). 

Nel presente lavoro si troverà uno studio generale delle serie del tipo 


co 


Xn Un (TI (2) 


in cui i coefficienti &, (x) sono funzioni razionali intiere della variabile com- 
plessa x. Le proprietà di queste serie si devono tuttavia poter estendere a 
quelle di un tipo più generale, come spero di poter dimostrare. 

Per istudiare poi la serie (2) prendo le mosse dalla serie 


(e. ©) 


Xn an eye, (3) 


essendo y una nuova variabile complessa (**). Se si pone x = u + à v, il limite 
superiore dei valori limiti del gruppo 


| a. (x); Na. (ar) |... | Van (æ)| ,.. 


è, ‘in generale, una funzione positiva di w e v, æ(u, v), e quindi è pure fun- 
zione delle stesse variabili il raggio di convergenza della serie (3), essendo 
quest’ultimo, per il noto. teorema di Caucny-Hapamarp, dato da 


1 

R (u, v) = —— - 
vi a (u, v) 

Relativamente alla funzione R (u, v) faccio la sola ipotesi, che esista un intorno 

dell'origine, in cui il limite inferiore della funzione stessa sia diverso da zero. 


Nel $ 1 faccio vedere che la serie (2) converge in generale in una 





(*) A proposito delle serie di funzioni razionali vedasi WEIERSTRASS, Zur Funclionen- 
lehre. Monatsbericht der Königl. Akademie der Wissenschaften, August, 1880. Vedasi anche 
d’Arcaıs, Sulle espressioni analitiche rappresentanti porzioni di funzioni analitiche diverse. 
Rivista di Matematica, 1895. 

| (**) L’idea di servirsi delle serie di funzioni di due variabili per lo studio di certe 
altre i cui termini sono funzioni di una variabile sola, non è nuova: essa è stata il punto 
di partenza di alcune interessanti ricerche del prof. PINCHERLE, Sui sistemi di funzioni ana- 
litiche e le serie formate coi medesimi. Annali di Matematica, ser. II, tom. XII, 1884. 
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stella S, col centro nell’origine, che chiamo percid stella di convergenza della 
serie stessa. Oltre a ciò definisco poi un’altra stella 3, concentrica alla stella S, 
la quale non può estendersi all’infuori di quest'ultima, ma che, come caso 
particolare, può essere contenuta intieramente, od anche coincidere in tutto 
od in parte colla stella S. 

Seguono nel $ 2 alcune considerazioni sulle funzioni razionali intiere e 
la dimostrazione di un teorema, coll’aiuto del quale dimostro poi nel $ 3 la 
convergenza uniforme della serie (2) in ogni campo finito X contenuto nella 
stella >, Dal che, in base altresì ai risultati ottenuti da Wrrersrrass nella ci- 
tata Memoria, segue appunto quanto ho annunziato sopra, che cioè la serie (2) 
rappresenta nella stella x una branca uniforme di una funzione analitica mo- 
nogena. Cosichè, in particolare, se quest’ultima funzione non è continuabile 
fuori della stella 3, la serie (2) la rappresenta ivi completamente. 

Ad illustrare la teoria seguono infine, nel $ 4, alcuni esempi. 

$ 1. Consideriamo la serie 


SO 


2 CARY" (1) 
in cui ze y sono variabili complesse e le a, (x) funzioni razionali intiere (*). 
Assumeremo senz’ altro un unico piano rappresentativo per le due variabili 
complesse x e y, in cui converremo altresì di riferirle ai medesimi assì carte- 
siani ortogonali Ow ed Ov. | 

Si consideri il gruppo di numeri, che designerò brevemente con Gz, 


| a (x), | Va, (@)|,... [Van (2) |... 


corrispondentemente ad un valore prefissato della variabile x. Posto x—u<+iv, 
il limite superiore del gruppo derivato di G,, è, come abbiamo notato sopra, 
una funzione positiva di # e v, che indicheremo con «(u, v). In virtù del 
noto teorema di Caucay-Hapamarp, la serie (1) converge per x=u+ dv, e 
per y interno ad un cerchio col centro nell'origine e di raggio 


1 
x (u, Vv) 


R(u, v) — (2) 


Se poi supponiamo, che si abbia 
Ru, v) > |x|, 





(*) Le considerazioni, che si trovano svolte in questo paragrafo, valgono anche nella 
ipotesi, che le a, (x) sieno funzioni qualunque della variabile complessa æ. 
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la serie (1) & convergente per tutti i valori di y interni ad un cerchio con- 
tenente il punto x e quindi anche per y =, vale a dire nel punto x risulta 
convergente la serie 


CO 


2 ACL AS (3) 


Chiameremo col Wererstrass(*) campo di convergenza di quest’ultima serie, 


l'insieme dei punti x in cui essa è convergente. 
Per l'osservazione precedente appartengono al campo di convergenza della 
serie (3) tutti quei punti x del piano in cui si ha R(u, ©>|x 





Relativamente alla funzione «(u, v) (la cui natura dipende da quella 


delle funzioni a„(x)‘, ammetteremo soltanto l'ipotesi, che esista un intorno 
dell'origine in cui essa si mantenga finita. Segue da questa ipotesi, che se 
si considera un cerchio di raggio p col centro nell'origine e contenuto in tale 
intorno, il limite inferiore dei valori, che la funzione R (u, v) assume in questo 
cerchio (contorno incluso) è diverso da zero, e questo limite dipenderà in ge- 
nerale da p, vale a dire sarà una funzione positiva di e, che indicheremo 
con 7 (p). Sia a un numero reale e positivo tale che 

a<p a<r(p); 
si avrà manifestamente 

r (a) =r (p) 

e in conseguenza 


r(aà>a=l|x|, . (4) 


qualunque sia il punto x del cerchio (0, a). D'altronde, essendo r (a) il li- 
mite inferiore dei raggi di convergenza della serie (1) ni cerchio (0, a) (Song 
torno incluso), per ogni punto x di questo cerchio 

E(u, v) =1 (a) 
e quindi per la (4) 
| Ru, v)> |x|, 


vale a dire, per una osservazione fatta sopra, la serie (3) converge nel cer- 


chio (0, a), incluso il contorno. Se in particolare per ogni numero reale e 


positivo a si avesse r (a) > a, la serie (3) sarebbe convergente in tutto il 


piano (**). 





(*) Loco citato. 
(**) Per la convergenza della serie (3) in tutto il piano notiamo, che basta fare l’ipo- 


| 


tesi meno restrittiva, che in ogni punto x del piano risulti R|u,v|>|a| 
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Eseluso questo caso, pel quale non oecorrono speciali considerazioni, & 
facile vedere, che esiste al più un unico numero reale e positivo a, tale che 
si abbia r (a) =a. Invero, se a, ed a, sono due numeri reali e positivi di - 
stinti, non può essere 

ro) an, Mas) as, 


perchè se si suppone ad esempio a, <@, si avrebbe 
r(a)<r(d), 

mentre per la definizione della funzione 7 (p) deve essere 
1 (a;)\—= 1 (as). 


In particolare esisterà quindi al più un solo numero razionale e positivo a tale 
che r (a) =a. 

Dopo cid noi possiamo ripartire i numeri razionali e positivi in due 
classi ne] modo seguente: attribuendo ad una prima classe R, tutti 1 numeri 
razionali e positivi a pei quali risulta 7(«) > « e ad una seconda classe À, 
quelli pei quali si ha r(a) <a. La ripartizione così ottenuta è una sezione 
eseguita nel campo razionale e positivo, vale a dire gode delle tre proprietà 
A), B) e C), che definiscono le sezioni (*). Invero, ogni numero razionale 
e positivo, uno al più escluso, trova posto o nell’una o nell’altra delle due 
classi ed uno stesso numero razionale « non può trovarsi contemporaneamente 
in amendue, poichè altrimenti si avrebbe ad un tempo 1 (a) >a ed r (2) <a, 
il che è assurdo. Se un numero razionale « appartiene alla classe R, ed «’ 
è un altro numero razionale minore di «, anche «’ appartiene alla classe R,. 
Invero per ipotesi si ha (a) >; inoltre dall’essere =’ <a, segue che 
r(a)=r(a) e quindi che r (a') >a’. Analogamente si vedrebbe, che se un 
numero « appartiene alla classe R,, e ' è un altro numero razionale posi- 
tivo maggiore di «, anche « appartiene alla classe R,. Valgono così per 
la nostra ripartizione le proprietà A) e B\. È facile vedere poi, che esclu- 
dendo, ove occorra, un numero da una delle due classi, si può far in modo 
che essa soda altresì della proprietà C). Alla sezione (R,, R,) corrisponde 
in conseguenza un numero reale e positivo 


r=(R,, R.). 


Pel modo stesso con cui & stato definito il numero reale e positivo 7, si ha 





(*) V. le Lezioni di Algebra Complementare del prof. G. Ricci, Padova, 1900, 





x 


che se a è un numero reale e positivo qualunque minore di r è r (a) > @ e 
quindi, per una osservazione fatta sopra, la serie (3) è convergente nel cer- 
chio (0, a), incluso il contorno. 

Posto x =p (cos 5 + isen $), il raggio di convergenza della serie (1) re- 
lativo al punto x si potrà altresì riguardare come funzione di p e di S, che 
indicheremo con r(p, 3). Pei punti di un raggio uscente dall’origine, l’argo- 
mento $ si mantiene costante e in conseguenza, lungo questo raggio, la fun» 
zione r (p, $) varia soltanto con p. 

Supponendo S costante, attribuiamo un numero razionale e positivo « ad 
una classe A,, se in ogni punto dell'intervallo (0, «) (a incluso) è r (p, 5) > p 
e ad una seconda classe A, se fra 0 ed « esiste almeno un numero reale p 
per cui risulti r (p, 3) = p. In questa maniera ogni numero razionale positivo 
trova posto o nella classe A, o nella classe A,, nè uno stesso numero razio- 
nale può trovar posto contemporaneamente in amendue. Se poi si considera 
un numero « della classe A,, pel modo stesso con cui la ripartizione è stata 
eseguita, si vede facilmente, che ogni numero razionale e positivo a <a ap- 
partiene esso pure alla classe A,, e analogamente, che se il numero razio- 
nale « appartiene alla classe A,, ed è « > a, anche a ‘appartiene alla me- 
desima classe. Anche qui, togliendo ove occorra un numero razionale da una 
delle due classi, si può far in modo che sussista la proprietà C) delle sezioni. 
Segue da tutto cid che la ripartizione (A,, A.) è una sezione eseguita nel 
campo razionale positivo, e ad essa corrisponde in conseguenza un numero 
reale e positivo, che varierà in generale con l’angolo $ e che indicheremo 
pertanto con 73, cioè porremo 


i tds 4;). 


Per.un particolare valore di $ potrà avvenire, che lungo il raggio corrispon- 
dente si abbia r(p, $)> p, qualunque sia il numero reale e positivo p, nel 
qual caso il valore corrispondente di 7g sarà infinito. Se ora sul raggio cor- 
rispondente all’ angolo 5 prendiamo una lunghezza O P=rs e si osserva, 
che il numero 7g non può evidentemente scendere al disotto del numero r 
precedentemente definito, si conclude che al variare di 5 da O a 2 7 il vet- 
tore (O P) genera una stella S, come fu definita dal prof. MirrAG-LerFLER (*). 

Preso un punto qualunque x interno alla stella S, pel modo con cui 
questa è stata definita, si ha che nel punto x il raggio di convergenza della 





(*) Loco citato, 
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serie (1) è maggiore del |x| e quindi che nello stesso punto è certamente 
convergente la serie (3), la quale risulta così convergente in ogni punio x 
interno ad S. Per questa ragione la stella S la chiameremo stella di conver- 
genza della serie (3). Può avvenire, che la stella -S rappresenti l’intiero campo 
di convergenza della serie (3); basta all’uopo, che in ogni punto a esterno 
ad S risulti R(u, v)<|x|. In tal caso (analogamente a quanto avviene per 
le serie di potenze a coefficienti costanti per le quali il circolo di conver- 
genza rappresenta tutto il campo di convergenza delle serie stesse) il con- 
torno della stella S divide il piano in due parti tali che nell’una la serie (3) 
è convergente, nell’altra invece è divergente. Ciò dipende naturalmente dal 
modo di comportarsi della funzione £ (u, v) nella regione del piano esterna 
ad S. 

Dalle proprietà delle serie di potenze a coefficienti costanti e dalla de- 
finizione ora data per la stessa S, si ha poi immediatamente che: 

« La serie (3) è convergente assolutamente in ogni punto x interno alla 
sua stella di convergenza. » 

Oltre alla stella S definiremo un’altra stella concentrica ad S. 

Teniamo costante 3, cioè consideriamo ancora i punti di un raggio 
uscente dall'origine O e per ogni numero razionale e positivo «, prendiamo 
sul detto raggio, a partire dall’origme, un segmento OR=a e attribuiamo « 
ad una prima classe P,, se il limite inferiore dei raggi di convergenza della 
serie (1) lungo il segmento OR (il punto R incluso), risulta maggiore del 
numero 2, e ad una seconda classe P, se invece tale limite inferiore è mi- 
nore di «. Notando, che anche qui esiste al più un solo numero razionale « 
tale che il limite inferiore del raggio di convergenza lungo il segmento O E 
risulti eguale ad «, e, ripetendo lo stesso ragionamento seguito precedente- 
mente per dimostrare che (R,, R,) è una sezione del campo razionale positivo, 
si vedrebbe che la ripartizione (P,, P.) è una sezione del medesimo campo 
e che in conseguenza le corrisponde un numero reale e positivo p, variabile 
in generale con 3, che è cioè una funzione reale e positiva di 3. È chiaro 
che la funzione 


fa (li; ‘iy 


non può scendere al di sotto del numero r, che è stato definito fin da prin- 
cipio. 

Prendiamo sul raggio corrispondente all’angolo $ una lunghezza 0 Q = py 
e facciamo variare $ da 0 a 27; il vettore (OQ) genera così una nuova 


stella, che designerò d’ora in poi con la lettera ?, 
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Come risulta tosto dalle definizioni ora date, ogni numero della classe P, 
appartiene alla classe A,, per cui noi abbiamo evidentemente 


Py las 


valevole per tutti i valori di $ dell'intervallo (0, 2 x), dal che segue, che la 
stella = può, come caso particolare, coincidere intieramente od in parte colla 
stella S od anche essere contenuta in S. | 
Mi propongo di dimostrare, che la serie (3) è convergente uniformemente 
in ogni campo finito X contenuto nella stella & teste definita. Premetterd al- 
l’uopo alcune considerazioni concernenti le funzioni razionali intiere di una 
variabile complessa e la dimostrazione di un teorema. 
$ 2. Sia f(x) una funzione razionale intiera di grado m della varia- 


bile complessa x e si ponga 
f(x) = y. (1) 


Questa equazione definisce 2 come funzione algebrica di y ad m rami. Se 
nel piano della variabile complessa y facciamo descrivere a questa variabile 
una circonferenza di raggio a, gli m rami della funzione algebrica x di y 
definita dalla (1), descriveranno, nel piano x, delle curve chiuse; 0, se vo- 
gliamo, una curva algebrica di grado 2m che rappresenta il luogo dei punti 
in cui Ja funzione f(x) ha il suo modulo costantemente eguale ad a (*). 
Designando poi con a, @:,..., am le m radici, distinte o no, della 


equazione 
f(x) = 0, 


la curva di ordine 2 m corrispondente alla circonferenza di raggio a, è una 
curva di Cassini a m fuochi, che sono precisamente i punti a,, 02,-..) An; 
vale a dire il luogo dei punti del piano le cui distanze dagli m punti fissi 
Giy Gps. “my hanno sempre un prodotto costante (**). Relativamente a que- 
sta curva facciamo Je seguenti osservazioni, che scendono facilmente dalle 
proprietà generali delle funzioni algebriche : 

1.° Se entro alla circonferenza di raggio a (contorno incluso) non vi 


sono punti critici, la curva è costituita da m curve chiuse staccate conte- 
nenti nel loro interno rispettivamente i punti a,, @,..., om. 





(*) L. ScuLaerLI, Sull'uso delle linee lungo le quali il valore assoluto di una fun- 
zione è costante. Annali di Matematica pura ed applicata, Serie II, Tom. VI. 

(**) Vedasi ad es. Brior e Bouquet, Théorie des fonctions elliptiques. Deuxième édi- 
tion, 1875, pag. 76, es. IX. 
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2.° Se sulla circonferenza vi è un punto critico (senza che ve ne sieno 
internamente) delle m curve chiuse alcune, oppure tutte, hanno un punto ed 
uno solo in comune. 
3.° Se entro alla circonferenza vi sono dei punti critici, alcune delle 
curve suddette si riducono ad una sola; e se a è abbastanza grande in guisa 
che la circonferenza contenga tutti i punti critici, tutte le curve si riducono 
ad un'unica curva comprendente nel suo interno gli zeri della funzione f(x). 
Riassumendo, alla circonferenza di raggio a, corrisponde una curva al- 
gebrica di ordine 2 m, la quale divide il piano in due parti: l’una interna e 
l’altra esterna alla curva stessa. È chiaro di per sè che nei punti x appar- 
tenenti alla regione interna è 


\f(æ)| <a 
ed in quelli situati nella regione esterna si ha 


If(@) |> a. 


Cid premesso, sia data una successione di funzioni razionali intiere della 
variabile complessa x 


ri OARS ENT ARIA CI 


e assieme a questa consideriamo un’altra successione di numeri reali e po- 
sitivi 

ee ins Ges (2) 
Si supponga che nel punto x,, almeno a partire da un certo valore n, del- 
l’indice, cioè per n > n, risulti 


| fn @)| <n. (3) 


In virtù delle considerazioni svolte sopra, per ogni f (x), in cui si supponga 
n > M, esiste una curva chiusa ©, comprendente il punto x, e tale che nel- 
l’area da essa contenuta è sempre verificata la (3). Avremo così intorno ad x, 
infinite curve chiuse comprendenti tutte @,. Consideriamo un raggio qualunque 
uscente da x; i punti d'incontro di esso con siffatte curve, costituiscono un 
gruppo infinito: sia P il punto limite di questo gruppo più vicino al punto x, 
e indichiamo con p la distanza del punto x, dal punto P e brevemente con (p) 
il. vettore coll’origine in x, e l’estremo in P. La lunghezza p del vettore (¢) 
varierà in generale da raggio a raggio vale a dire p sarà una certa funzione 
di 3, p= (8), designando con 3 l'angolo che il vettore forma con un raggio 
Male uscente da x,. Si supponga che il limite inferiore dei valori, che la 
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funzione p ($) assume nell’ intervallo (0, 2 7) (estremi inclusi) sia un numero 
è>0; allora se si fa variare $ da 0 a 27, il vettore variabile (o) genera 
una stella, che indicheremo con (7, l'estensione e la forma della quale di- 
penderà dalla natura delle date funzioni f, (x) e degli elementi a, della suc- 
cessione (2). 

In base alla definizione ora data di stella S(%), è facile vedere che 
« per ogni campo connesso T contenuto in S%) esiste un numero intiero e 
positivo m, tale che. per n> m, e per tutti à punti x di T risulta 


| Tr (t)| < an n. 


Invero, per definizione, esiste al più un numero finito m’ di linee Ch, 
che attraversano il campo I’; per cui si potrà sempre trovare un numero in- 
tiero e positivo m, abbastanza grande in guisa che fra le curve C,, C,,..., 
Cn,, Sieno comprese le m’ curve che attraversano il campo stesso. È chiaro 
allora che per n > 2, la curva C, comprende nel suo interno il campo T 
e in conseguenza che la diseguaglianza |» (x) | <a, è verificata in ogni 
punto x di l'a partire dal valore m, di n. | 

Per l’esistenza della stella S%) abbiamo supposto sopra, che la fun- 
zione p (5) (lunghezza del vettore variabile (p)) abbia un limite inferiore dè > 0, 
allorquando si fa variare $ da 0 a 27. Ova, relativamente a tale funzione, 
osserviamo che « se per ogni punto di un intorno di x, (x, incluso) esiste un 
numero intiero e positivo n, tale che per n>n, risulti 

| fn (0)|<an, 
il limite inferiore dei valori di p{3) nell’ intervallo (0, 27) non può essere 
nullo ». 


Nel caso contrario infatti, in un intorno per quanto piccolo di x, esiste- 
rebbero sempre punti x pei quali da un n, in avanti risulterebbe 


| fn (2) | > an 


per infinite funzioni f, (x), il che contraddice |’ipotesi fatta. 
Dimostriamo ora il seguente teorema: « Se 


ie den fa (hs. 
è una successione di funzioni razionali intiere della variabile complessa x; 


di, Apps... Any... 


una successione di numeri reali e positivi, e per ogni punto di un’area 
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connessa V esiste un no tale che per n>n, risulti 
[fn (M) L'an, 


ogni campo X contenuto in T è altresì contenuto in una stella S%), col centro 
in un punto qualunque interno a T. » 

Sia X’ un campo contenuto in T e che contiene nel suo interno il 
campo X. Per l’ipotesi posta e per l’ultima osservazione fatta, esiste la 
stella Sz), di cui è fatta parola nell’enunciato del teorema, col centro in un 
punto qualunque x intorno a I. Posso supporre che il campo X’ contenga 
nel suo interno anche il punto x. Un punto generico P del contorno di S37), 
non può coincidere con alcun punto di X' (contorno incluso), altrimenti in 
un intorno per quanto piccolo di questo punto esisterebbero punti x’ nei quali 
si avrebbe 

| fn @) | > an 


per infinite funzioni fn (x), il che è contrario all’ipotesi. Segue da cid, che 
X’ e quindi X, è interno alla stella SÉ) col centro in un punto qualunque 
x interno a T. 

Dal teorema ora dimostrato e da una osservazione fatta sopra, scende 
immediatamente il corollario: « Se 


f(x), Ra), fn). 
è una successione di funzioni razionali intiere della variabile complessa x; 


ay, Ag) 006, Ange. 


un'altra successione di numeri reali e poSitivi, e per ogni punto di un’area 
connessa T esiste un numero intiero e positivo n, tale che per n>M ri- 
sulti 

| fn (x) [An 


per ogni campo X contenuto in I° esiste un m, tale che per n> my le di- 
seguaglianze precedenti sono verificate in ogni punto x di X.» 

Prima di passare alla dimostrazione del teorema di cui è fatta parola 
alla fine del $ 1, facciamo ancora le seguenti osservazioni. 

Sia E una stella interna e concentrica ad E, ed indichiamo, come al 
solito, con (p) e (fi) rispettivamente i vettori generici generatori di £ e di 
E,. Le quantità p e p, sono funzioni pienamente determinate dell’angolo &, 
che i vettori (e) e (p,) formano con un raggio iniziale uscente dal centro 
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comune delle due stelle, che suppongo coincidere coll’origine O delle coordi- 
nate. Se attribuiamo all'argomento 5 due valori 5, e SS, compresi fra 
0 e 2 7, corrispondentemente avremo due raggi uscenti da O, i quali staccano 
dalle due stelle due settori, che indicherd con s ed s:. Sia ls il limite infe- 
riore della funzione p(s) ed 7, quello. della funzione p, ($) nell'intervallo 
(So, 3.) (estremi inclusi); poichè la stella E è contenuta in E,, si avrà ma- 
nifestamente 
lar la 


Si supponga in fine, che la stella E, sia alla sua volta contenuta nella 
stella = definita al $ 1. Considerando un raggio uscente da 0, indichiamo 
con 3 l'angolo corrispondente, con P e P, i suoi punti d’incontro coi con- 
torni di E e di E, e con re), Ye, rispettivamente i limiti inferiori dei raggi 
di convergenza della serie (1) ($ 1) lungo i segmenti O P ed O P, (estremi 
inclusi). Per la definizione data di stella &, si avrà manifestamente 


ra =" > pi (9) > ep (9) 
e queste diseguaglianze valgono per tutti i valori di-3 dell’intervallo (0, 2 x). 
Sia rs il limite inferiore dei raggi di convergenza della serie (1) (§ 1) 
nel settore s; è chiaro che rs coincide col limite inferiore dei valori della 


funzione #,e), nell'intervallo (%, 5,). Ora dalle diseguaglianze precedenti e 
dall’osservazione fatta sopra, che /, > /,, si ha 


yt ae 


§ 3. Ammessa sempre l’ipotesi di cui al § 1 siamo ora in grado di 
dimostrare il seguente teorema: = 
« La serie 


va An (x) x", 


he 


in cui le an(x) sono funzioni razionali intiere della variabile complessa x, 
è convergente in egual grado in ogni campo finito X contenuto nella 
stella x.» 

In virtù di un noto teorema di Wersrsrrass (*), basterà provare, che per 
ogni punto di X (contorno incluso) esiste un intorno. in cui la serie (1) è 
convergente in egual grado. 


(*) Loco citato. 
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Sia E una stella finita contenuta in & e contenente X nel suo interno (*). 
Preso un punto qualunque x di X (contorno incluso) si potrà sempre, col 
centro in x’, descrivere un cerchio contenuto in E. Guidiamo dall'origine O 
le tangenti a questo cerchio’; indichiamo con 5, e S, (®< 4) gli angoli, 
che esse formano con un raggio iniziale uscente da O e con s il setfore, che 
esse staccano, dalla stella E. Designando, come nel paragrafo precedente, con 
(p (2)) il vettore, che genera la stella E, con /, il limite inferiore della fun- 
zione p (8) nell’intervallo (%, 3), si avrà manifestamente . 


et A 


D'altra parte, per una osservazione fatta alla fine del paragrafo prece- 
dente, si ha che 


RAT 


designando ancora con 7, il limite inferiore dei raggi di convergenza della 
serie 


Lu an (0) y" (2) 
ne] settore s. 
Avremo quindi 
A (3) 


e da queste diseguaglianze risulta, che col centro in æ si potra sempre de- 
scrivere un cerchio Cy, per tutti i punti x del quale (contorno incluso) ri- 
sulti 

bell. rs. (4) 


Posto x — u + iv, indichiamo come al solito con a (u, v) il limite superiore del 
gruppo derivato di 
= | An (a) lan @))), (n=1, 2, 3,...) 


che, pel teorema di Caucny-Hapamarp citato in principio del § 1, è l’inversa del 
raggio di convergenza della serie (2); sia L, il limite superiore della funzione 





a (u, v) nel settore s. Si avrà evidentemente r, = 7 e quindi, per la (4), 
1 
Br; 


(*) Mirrac-LerFLer, loco citato. 


Li 
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dalla quale posto 
1 
Ls rg È 


ove o è un numero positivo conveniente, 


us 


Or | (5) 


per tutti i punti x del cerchio Cy (incluso il contorno). 
Per tutti 1 punti x del settore s si avrà pot 


inoltre per ogni punto di s esisterà un n, tale che per n > n si abbia 


[Van (a) | <a (4, 0) +0 
e quindi anche 


| Vas (@) |< Lis +0 (6) 


essendo o un numero positivo qualunque, che possiamo pertanto supporre più 
piccolo di a. Posto L, +c’ =, avremo in virtù delle (6) 


lau (2)) <a? È ae 


e, per quanto abbiamo visto, per ogni punto x di s esisterà un n, tale che 
per n>n, sarà verificata questa diseguaglianza. Poichè il cerchio Cy è con- 
tenuto in s, in virtù del corollario del teorema al $ 2, esisterà un numero 
intiero e positivo m, tale che per n > m, sarà verificata la (7) e quindi la (6), 
per tutti i punti x di Cy. Da tutto ciò segue, che per n > m, le (5) e (6) 
valgono qualunque sia il punto x di Cy, (contorno incluso) e quindi che per 
gli stessi valori di x è verificata la | 


retten (8) 


ove, per essere o <a, e rappresenta un numero positivo minore dell’ unita, 
Dalle (8) si ha infine, che per n> mM e per tutti i punti x di Cy è verifi- 
cata la 


aa (a) e] <(1— o 


e questa diseguaglianza dimostra precisamente, in virtù di un noto teorema, 


la convergenza uniforme della serie (1) nel cerchio Cy, e quindi altresì in 


tutto il campo X. 
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In base a questo teorema ed a quanto è stato dimostrato da WEIERSTRASS 
nella Memoria citata, possiamo quindi concludere che 
« La serie 


oo 
Din An (2) . x" 
0 


rappresenta nella stella 2 un ramo di una funzione analitica monogena. » 


$ 4. Daremo in questo paragrafo qualche esempio. 
-1) Consideriamo la serie 


SA 8 


(REA ee an an, 


(1) 
in questo caso abbiamo 
An (©) = (1 + x + 2° +: 


da cui 





| Pensa at | 
an n-vn — | - 
16 be 


aa [1 -ba +e + tel 





1— x" | ¢ 
| ] aid È (2) 
Supponendo |x|<1 si ha 
1-|er<]|1-e]|<1+]|x|" 
e quindi 
1 — 14-|x|" 
i <]tan(a) (x) | <i TER 
dalle quali diseguaglianze segue che 


È a II a 
Bale, (Cr) le. 
HAS n (2) | REP 


Il raggio di convergenza della serie 


À, CE Pat ep pany y 


è quindi, posto a = tv 


y” (1) 
R(u, v)=|1—x|=V(A—uy +, 


(3) 
ale a dire il raggio di convergenza è uguale alla distanza del punto x dal 
punto 1 dell’asse reale, 
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Dalle (2) segue poi per |x|— 1, 
[Van (@)|=n 
e in conseguenza 

lim |\a, (@)| = 00, 


n=O” 


cioè in tutti 1 punti della circonferenza di raggio uno abbiamo 


id AT 
Se poi |w|>1, dalla diseguaglianza 
a TTT end 
| Van (2) > eal 
risulta ancora, che 
lim | Van (x) | = © 


e quindi R(u, v)—0 in tutti i punti x esterni al cerchio di raggio eguale 
all’ unità. 
Si può intanto concludere che se |x|>1,la serie (1) è divergente. 
Consideriamo un cerchio (0, p), essendo p 1. Quando il punto x de- 
scrive la circonferenza di questo cerchio, in virtù della (3) il minimo valore 
del raggio di convergenza R(u, v) lo si ha manifestamente allorquando il 
punto x cade sull’asse reale alla destra dell’origine, nel qual caso si ha 


Led ht [ee 


se poi x è un punto qualunque interno al circolo di raggio p, abbiamo evi- 
dentemente 
R(u v)=|1-x|>1-p, 


per cui il minimo valore dei raggi di convergenza della serie (1') nel cerchio 
di raggio p <1 (contorno incluso) è 


(ip) sele. ae (4) 
Poichè l'equazione 1 — p=p è soddisfatta da p = =, è chiaro che il nu- 
mero r definito al § 1 & nel nostro caso eguale a = rm Posto 


x = p (cos & + isen $) si ha dalla figura 
|1_-x}=1-+p°—2pcos? 
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da cui, tenuto conto della (3), 





r (p, 9=|1—x|=V1+°—2pc083, (4) 


che è l’espressione del raggio di convergenza in coordinate polari, allorquando 
il punto (p, 3) è interno al circolo (0, 1). 





L'equazione r (p, 3) =p, ossia per la (4), la 
1 
pcos 3 = 54 (5) 


ci da il luogo dei punti interni al circolo di raggio uno, nei quali il raggio 
di convergenza della serie (1’) è uguale alla distanza dell’ origine dai punti 
stessi. L'equazione (5) rappresenta una retta parallela all’asse v passante pel 
punto di mezzo C del segmento compreso fra l’origine e il punto (1, 0). Questa 
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retta divide il piano in due parti tali, che nei punti del semipiano alla sini- 
stra, rispetto a chi guarda la figura, si ha |1—a|>|a], e nei punti del 
semipiano alla destra | 1 —x|<|x|. 

Dal fin qui detto segue, che la serie (1) è convergente nei punti x, che 
sono ad un tempo interni al circolo (0, 1) e situati alla sinistra della retta (9). 
Concludiamo quindi, che la stella S di convergenza della serie (1) è la re- 
gione del semipiano a sinistra compresa fra il cerchio (0, 1) e la retta (9) 
e, dalle considerazioni svolte risulta altresì, che la stella S abbraccia l’intiero 
campo di convergenza della serie (1). 

Indicando, come nel § 1, con 7g la funzione mediante la quale abbiamo 
definito la stella S, è evidente, nel caso attuale, che i suoi valori sono dati, 
tenuto conto della (5), da 

5T 


negli intervalli (0, 5 ’ EE 2 n); esclusi gli estremi =? — : 


Ta = 
9 3 ) 


9 cos 9? 
e da 


rn 
es 


ra = 1 per tutti i valori di > dell’ intervallo & 2}, inclusi gli estremi. 


Vediamo ora di determinare la funzione gg, che definisce (§ 1) la stella 2. 


Coi punti C (Fa 0) eC (0, =) come centri, descriviamo due cerchi di rag- 


gio = essi si tagliano, oltrechè nell’origine, in un punto M della retta A B 


(v. figura) ed è evidente, che la retta O M forma con l’asse « un angolo 


eguale ¢ 
g le aa 


. Supponiamo prima di tutto $ appartenente all’intervallo (0,5) 


(escluso =) e sia P il punto d’incontro del raggio corrispondente colla retta 


A B. Sia un numero razionale e positivo « < 0 P; si avrà intanto, per le con- 
siderazioni precedenti, r (a, 5) > a; d’altronde si vede subito dalla figura, che 
(a, 5) è il minimo valore della funzione r (p, 3) nell’ intervallo (0, «), e 
quindi ($ 1) attribuiremo il numero « ad una prima classe P,, alla quale 
apparterranno quindi tutti i numeri razionali positivi minori di O P. Se poi 
è 1>a> 0 P, abbiamo r (2, 5)<a, e poichè r ‘a, $) è ancora il minimo va- 
lore della funzione r (p, 5) nell’ intervallo (0, «), attribuiremo « ad una se- 
conda classe P, ed alla stessa classe attribuiremo il numero 1 ed ogni numero 
razionale positivo maggiore dell’ unità. 
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Siccome poi, per quanto abbiamo visto, posto 


OP = py, è 1 (ps; S) == py = OP, 


si conclude che 


yh (PSP, 
é ; 1 T 
Il punto P essendo situato sulla retta (5) si. avrà 0, = ——: per S=— 
Pp (5) Po os P 4 
à : à A 1 bad T 
3 = ——_ : = Ss = 
si vede poi facilmente che è ancora py WERT Suppongasi Terme 


sia N il punto d’incontro del corrispondente raggio col circolo di raggio 5 
e di centro C, e @ il punto che il raggio stesso ha in comune col cerchio 


: oy OH x ve 
di centro C' e raggio cr Se a è un numero razionale e positivo tale che 


a<ON, si ha r(e, S)>a e d’altronde risulta evidente dalla figura, 
che r (a, 3) è altresì il minimo valore della funzione r(p, 3) nell’intervallo 
(0, «), per cui attribuiamo < alla classe P,. Se il numero « è tale, che si abbia 
0Q>a>QON, il valor minimo della funzione r (p, 5) nell'intervallo (0, a) 
è uguale alla distanza del punto (1, 0) dal punto N, ovverosia è uguale ad 
09>a e quindi attribuiremo « ancora alla classe P,. Supposto poi 
1>a>0Q, poichè il valor minimo della funzione r(p, 5) nell'intervallo 


(0, «) è ancora O Q <a, ne concludiamo che « apparterra alla classe P, ed 
alla medesima classe attribuiremo il numero 1 e tutti i numeri razionali po- 


sitivi maggiori dell’unità. Da tutto ciò si scorge che, posto 0 Q= ps, si ha 
ps == (P,, P;), ove, come risulta immediatamente dalla figura, 


Py = Sen I 
e questa espressione di p, vale per tutti i valori di $ dell’intervallo 
0 =} (estremi esclusi) 
vi Roce 
In fine si vede facilmente, che nell’intervallo (+ ; n): (estremi inclusi), 
si ha 


Ps e 12 
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Analogamente si vede che é 


ps = 1 nell’intervallo (m =); (incluso Pee cane Sa 
CRI 7 TE 
Po = Sen 9 ” N'ES DE IN (estremi esclusi); 





po= ow a” ” (+ T, 2x), (inclusi gli estremi). 

La funzione p, è così pienamente determinata nell’intervallo (0, 2m) e 

si vede da tutto ciò, che la stella & si ottiene dalla stella S escludendo da 
questa le porzioni ombreggiate in figura. 
2) Si consideri ancora la serie 


2 mr (1) 
Abbiamo 
an (6) = (1 — a)", 
da cui 


[Van (x)|—=|1—2]| =v — 0) +0, 
avendo posto + = u + iv. 
Segue che il raggio di convergenza della serie 


ped Mt (2) 
per ogni valore di x, è | | 
E ur ae an 3 
(u, v) | 1 —.x| VA ae + è ( ) 

Si consideri la funzione 
9 (4) =a (1 — 2), (4) 


il cui modulo è VI (1 — u)? + vo | (u? +0); per quanto si è visto nel $ 2, la 
curva . 

(dt + 0°) (ut +02) = 1 | (5) 
rappresenta il luogo dei punti in cui la (4) assume valori il cui modulo & 
uguale all’unita. Questa curva è, come è facile constatare, una ovale di Cas- 
sini avente per fuochi i punti (0, 0), (I, 0). Nei punti interni alla curva si ha 


lg (2|=|e(1-2)|}<1 
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da cui 


1 
Poe SDSS. VA S 
e in quelli esterni 


POP 


1 
[1-2] 


donde 
<|e|, 


Possiamo pertanto concludere, che la serie (1) converge nella regione in- 
terna alla curva (5), mentre diverge nella regione esterna: la stella di con- 
vergenza è in conseguenza la regione del piano limitata dalla curva stessa. 
Se si descrive, col centro nell’origine, il cerchio di raggio uno, si vede fa- 
cilmente, che la stella & si ottiene dalla ovale togliendo la regione di questa 
esterna al cerchio (0, 1). 

Se nella (1) si pone x(1—x)—2, si ha 


1 
1— 2 





00 (e. ©) 
2 (1 — x)" a = Zn ana 


per tutti i valori di 2 tali che |z|<1. La (1) rappresenta quindi la funzione 


razionale 
a 
ee, 


e, da questa espressione, segue che l’elemento della funzione stessa relativo 
all’origine, ha per raggio di convergenza l’unità. 
3) Più generalmente si consideri la serie 


ché? 


n(2c— x), 2, (1) 


c essendo un numero reale e positivo. 

È facile vedere che se è c>1, il campo di convergenza della (1) è li 
mitato da due ovali di Cassini coi fuochi (0, 0), (2c, 0); se è c=1, il 
campo stesso ha per contorno una lemniscata di BerNnouLLI;} e se in fine è 
e<1, da un’unica ovale di Cassini. Nel primo caso la stella di convergenza 
è limitata dall’ovale relativa al fuoco (0, 0); nel secondo è rappresentata dal 
cappio, che contiene quest’ultimo punto ed il terzo caso si presenta come 
quello dell'esempio precedente, In ogni caso si vede facilmente che la stella = 


4 Gar a ee bat oh \ VA 4 ; Pa a | ski; Py à the ON ia a oa, £ oP, 4 
tei N x h DELA TON ES 4 NUE ee See : TGR 
c ì VI CI » 4 ; 4 6 Me mn i; St Fe 
. Dt ‘ a A 
| va | IR AE 
if \ 
E sù I 





la serie (1) non UE dal che segue, che la (1) rappresenta 1a ss 
zione in un campo oto al precedente, che contiene il punto (2 c, 


i due campi sono simmetricamente disposti rispetto al punto ¢ dell’asse 
j | | 
Padova, maggio 1900, È 
n a 
- 
VIA 
2 
k i sti 
È LL Ur 
7 0 , [EU 
di 
Kg 
v i - A | 1 
î fi = SI e 
AV 2° 7 4 ip asa N A ui 
ei” ¥ ad IE CU Pat : i 





Sulle superficie razionali di 5. ordine. 


(Di AnerLo Pensa, a Suvigliano.) 





ie seguito ad importanti e notissimi lavori dovuti a CLeBscn, Cremona, 
Sturm, Nòrner,... le superficie razionali dei primi quattro ordini sono, come 
è noto, tutte conosciute. 

Per quelle di 5.° ordine non è così. Se ne conoscono già parecchie, de- 
terminate e studiate anche esse da CLeBsca (*), Cremona (**), Sturm (***), 
Nörner (****) e Caporani (*****); di queste (******) non ci occuperemo nel 
presente lavoro. Ne rimangono però numerose altre da determinare. Fra queste 
ultime, due furono recentemente studiate dal sig. Montesano in un suo la- 
voro (*******\ nel quale vi è pure un cenno di alcune altre I’; razio- 
nali a). 





(*) CLesscu, Abhandlungen der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gültingen, 
vol, 15. — Ueber den Zusammenhang einer Klasse von Flächen. — Abbildungen mil der 
Zweitheilung der Abe’schen Functionen. Math. Ann., III (1871). 

(**) Cremona, Ueber die Abbildung algebraischer Flächen. Math. Ann., IV (1871). 
(##*) Sturm, Ueber die Flächen mit einer endlichen Zahl von (einfachen) Geruden. 
Math. Ann. IV. 

(##**) NÖTHER, Ueber Flächen welche Schaaren rationaler Curven besitzen. Math. 
Annalen, III (1870). — Ueber die algebraischen Funclionen einer und zweier Variabeln. 
Göttinger Nachrichten, 1871. 

(####*) CapoRALI, Sulla superficie del 5.0 ordine dotata di una curva doppia di 
5.0 ordine. Annali di Matematica, ser. II, tom. 7 (1875). — Sopra i sistemi lineari tripla- 
mente infiniti di curve algebriche piane, nel volume In Memoriam Dominici Chelini (1879), 
oppure nelle Memorie di Geometria di E. CAPORALI. 
(###**#) Tranne per quelle determinate dal sig. NorHER nella sua 2.° Memoria: Ueber 
die algebraischen Functionen... (Götting. Nachr. 1871), e nel vol. 3 dei Math. Ann., pag. 558, 559. 
(FFRFRER) Su alcune superficie omaloidiche di 4.° e 5.0 ordine, prive di linee multiple. 
Rendic, della R, Accad. d. Scienze Fis. e Matem, di Napoli (1900). 
(##*#####) V. in fine la « Nota addizionale ». 
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Scopo della presente Memoria (*) è la’ determinazione di tipi di F, ra- 
zionali ancora sconosciuti, le cui singolarità non sono costituite tutte da linee 
multiple ordinarie. Per questo, la via da me tenuta è quella tracciata dall’im- 
portante teorema del sig. CasteLNUOvo, sulle superficie razionali (**). 

Noterò che ho fatto qui largo uso del concetto di singolarità esposto in 
una recente Memoria, che io supporrò nota al lettore, dovuta al professore 
C. Segre (***); e terminerò esprimendo allo stesso prof. SEGRE, con vivissima 
riconoscenza, 1 più sentiti ringraziamenti, perchè a Lui io debbo, non solo 
l’essermi occupato di questo argomento, ma ancora numerose osservazioni, ed 
utilissimi consigli. 





1. È noto che uno dei metodi più importanti per stabilire la razio- 
nalità di una superficie di dato ordine, e di cui si conoscano le singolarità 
(curve e punti multipli, è quello che si fonda sul seguente teorema (****): 

Affinchè una superficie Fn, di ordine n, sia razionale, occorre e basta 
che il suo genere numerico pn (Flächengeschlecht) sia uguale a zero, e che 
manchino le superficie di ordine 2(n—4) biaggiunte ad essa, all'infuori di 
quelle che contengono tutta la superficie primitiva (cioè deve essere P= 0). 

Volendo occuparci del caso particolare n= 5, occorrerà, per poter ap- 
plicare il precedente teorema, far precedere qualche considerazione intorno 
all’influenza di alcune singolarità di superficie sul genere numerico p,, e sul 
bigenere P (*****), affinchè si possa stabilire di quali singolarità debbano es- 
sere dotate le superficie da determinare. 


« 


(#) Che non è altro se non la mia dissertazione di laurea, di una parte della quale 
è costituito il mio opuscolo: Sull’influenza di alcune singolarità di superficie sul genere 
numerico e sul bigenere P, con applicazioni alla determinazione di F, razionali (Mon- 
dovi, 1900), dissertazione presentata alla R. Università di Torino nel giugno del 1899, ed 
ora alquanto modificata ed estesa. ; 
(**) G. Casreznuovo, Sulle superficie di genere zero. Memorie della Società Ita- 
liana di Scienze, serie III, vol. X (1896). 
(*##) C. Segre, Sulla scomposizione dei punti singolari delle superficie algebriche. 
Annali di Matematica, serie II, tom, 25 (1896), 
(*#**) CASTELNUOVO, lov. cit. 
(####**) E noto che (cfr. p. es. la Memoria: Sur quelques récents résultats dans la theorie 
des surfaces algebriques, di G. CasteLNUOvo ed F. EnrIQuES, nei Math. Annalen, tom. 48, 


di 5.0 ordine. 251 





2. Si consideri anzitutto una trasformazione quadratica birazionale fra 
due spazi & e 2’, la quale abbia come elementi fondamentali in & un punto A 
ed una conica a, riducibile o no, in un piano non passante per A; diciamo 
A’ e a’ il punto e la conica fondamentali in 3’, II il piano di o, Il quello 
di 5. È noto che in questa trasformazione ai punti di & infinitamente vicini 
ad A, nelle varie direzioni uscenti da esso, corrispondono i punti di 2' si- 
tuati su Il, e la corrispondenza fra quelle direzioni e questi punti è colli- 
neare; così ai punti di & infinitamente vicini ad A’ corrispondono .i punti 
BeIt in. >. 

Si abbia in > una superficie F,, di ordine n, avente A per punto s-plo. 
Supporremo che la conica o non stia su F„, ed inoltre, come è possibile, 
supporremo che incontri questa in 2 punti semplici. Di più, se infinitamente 
vicino ad A su F„ non vi sono linee multiple infinitesime, ma solo vi è un 
certo numero finito (=0) di punti multipli, supporremo che le generatrici 
del cono +, tangente in O ad F’,, sulle quali stanno questi punti, non in- 
contrino 7; e se infinitamente vicina ad O vi fosse una linea multipla infi- 
nitesima 2, essendo 4 il cono formato dalle generatrici di gs, sulle quali, in- 
finitamente vicino ad O, stanno i punti della linea À, supporremo che o in- 
contri y in punti di generatrici generiche. 

Allora la trasformata #' di F,, di ordine 2n — s in generale, oltre il 
punto, od.i punti multipli in numero finito od infinito (se ve ne saranno), ri- 
sultanti dall’applicazione di questa prima trasformazione al punto A di F, (i 
quali punti, se in numero finito, saranno fuori di 5’, e se invece costituiscono 
una linea, essa verrà incontrata da a’ in punti generici, per le ipotesi fatte), 
ed oltre le singolarità corrispondenti a quelle di F,, fuori del punto fonda- 
mentale A di X, avrà ancora, come è noto, il punto A’ multiplo secondo n, 
e la conica o multipla secondo n — s. 


ai § 21, 26, 27) il sistema canonico di una superficie è un sistema invariante per tras- 
formazioni birazionali applicate ad essa; e si ha che le superficie di ordine n — 4, aggiunte 
ad una superficie Fn, d'ordine n, tagliano su questa il sistema canonico, fuori delle curve 
multiple e delle curve eccezionali di prima specie. La dimensione del sistema canonico è 
pure un invariante per la superficie F„ e quindi tale è pure la dimensione del sistema 
delle superficie di ordine n —4 aggiunte ad essa. E si ha che la dimensione effettiva di 
questo sistema, aumentata di un’ unità, dà il genere geometrico pg di Fn; mentre la di- 
mensione virtuale dello stesso sistema, aumentata di un’unitä, dà il genere numerico pn di Fn . 
Per ciò che riguarda il carattere P, v. avanti al n. 12. 
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INFLUENZA SU Pn DI PUNTI MULTIPLI ISOLATI, 
PRIVI DI LINEE MULTIPLE INFINITESIME. 


3. Supponiamo che una superficie F, abbia un punto O s-plo, isolato, 
tale che il cono tangente in esso alla superficie non abbia che generatrici sem- 
plici, ad incontro »-punto (1 = s + 1) con F, in O, e generatrici y-ple (v= 1) 
aventi in O incontro esattamente (s + 1)-punto con F’,. Allora, infinitamente 
vicini ad O su F, non vi sono punti multipli, nè linee multiple infinite- 
sime (*). Ricordando allora il comportamento delle superficie aggiunte ad una 
data nei punti multipli ordinari, isolati, e lungo le linee multiple ordinarie 
di questa (**) si ricava che l'influenza (***) di un tal punto su p, è di 


s(s — 1) (s — 2) 
6 


(#) SEGRE, l. cit. 

1) È noto (Cfr. ENRIQUES: Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche, 
Memorie della Società Ital. di Scienze, s. III, tom. X, n. 31) che, ove la superficie Æ# 
sia dotata di punti multipli ordinarii isolati, e di curve multiple ordinarie, una superficie 
aggiunta ad F è tale che sega un piano generico di S3 secondo una curva aggiunta alla 
sezione di F, ed un piano generico per un punto multiplo isolato ordinario O secondo una 
curva che, insieme ad una retta per O, costituisce una aggiunta alla sezione di F. 

Quindi, nel caso di singolarità ordinarie, si ha; Se una superficie F non ha altra 
singolarità che curve multiple ordinarie, degli ordini h=2, 3,..., e punti multipli ordi- 
nari, isolati, degli ordini k=2, 3,..., le superficie aggiunte ad F sono completamente 
determinate dalle condizioni di contenere quelle curve colle moltiplicità h — 1, e quei punti 
colle moltiplicità k — 2. d 

Per quanto riguarda l’influenza su p di linee multiple ordinarie di una superficie F, 
si potrà ricorrere alle formole di postulazione di Nöruer (Annali di Matematica, s. II, 
vol. 5), di cui ci serviremo più volte nel seguito. 

(***) Se una superficie F,, di ordine m è priva di punti multipli e di linee multiple, 
(m — 1) (m — 2) (m — 3) 

6 
un certo sistema di punti multipli é linee multiple, il suo genere numérico diventa 
ie (m — 1) (m -- 2) (m — 3) 
6 
sistema di punti multipli e di linee multiple. 


per essa è pn = . Se, imponendo a questa superficie di avere 





— y, diremo che 7 è l'influenza su pn, per la Fm, di quel 
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unità (*). In particolare un punto doppio ordinario isolato non ha alcuna in- 
fluenza su pn. 

4. Sia ora F, una superficie di ordine n, che, riferita ad un sistema 
di coordinate cartesiane non omogenee, abbia un'equazione del tipo seguente: 


Py = gs 4 Per + pere +: + on =), 
ove le 9; siano forme delle x, y, 2, di ordine è, e tali inoltre che x ed y 
compaiano complessivamente in tutti i termini di gs, 9541)-+., ®s+s-,, rispet- 
tivamente ai gradi s', s — 1,..., 1 (essendo s' =s). 

Una tal superficie ha infinitamente vicino all'origine O delle coordinate 
un punto multiplo secondo s’ (nella direzione dell’asse delle 2) (**). 

Per calcolare l’influenza di questa singolarità su p,, ci varremo del fatto 
che il valore di p, per la F, non differisce da quello calcolato per una sua 
trasformata qualunque, ottenuta mediante una trasformazione birazionale (***). 

Perciò applichiamo alla /, una trasformazione birazionale spaziale, del 
tipo di quella considerata al n. 2, scegliendo il punto O di F„ per punto 
fondamentale isolato di essa trasformazione, nel 1.° spazio. 

La trasformata F' di F, (supposto che questa non abbia altre singola- 
rità che O), sarà di ordine 2n —s, ed avrà un punto OÖ’ s-plo sul piano TI’, 
fuori di o; avrà inoltre un punto n-plo A’ (punto fondamentale isolato della 
trasformazione, nel 2.° spazio 2'), e la conica o' (n — s)-pla ordinaria. Dalle 
formule di postulazione di Nérmer (****) si ha che l'influenza su p, di una 
conica r-pla ordinaria, per una superficie di ordine m, è di 


So @m-2r— 3) 


unità. Quindi il valore di p, per la F7” è - 
(Qn—s—1)(2n—s—2)(2n—s—3) n(n—1)(n— 2) 
Pn = 6 E .— - an: ASL 


Berets Seidl (ees) (ns 12 3) 
da. È Lee 5 L 











(*) Cfr. la Nota 2.*: Ueber die algebraischen Functionen einer und zweir Variabeln 
di Nöruer (Göttinger Nachrichten, 1871), pag. 272, caso a). 
(**) Cfr. NÖTHER, L cit., pag. 272, caso 5); é SEGRE, |. cit., n. 9. 

(***) ZEUTHEN: Etude géométrique..., Mathematische Annalen, tom. 4, 1871. — 
Noruer: Zur Theorie des eindeutigen Entsprechens algebraischer Gebilde von beliebig vielen 
Dimensionen, I, II. Math. Ann., tom. 2-8, 1869-1874. — EnRIQUES: Introduzione..., Mem, 
della Soc. Ital. di Scienze, s. III, tom. X, 1896. 

(##**) Annali di Matematica, s. II, vol, 5. 
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Ma si ha l’identità (*) 
(2n—s—1)(2n—s—2)(2n —s—3) n(n—1)(n —2) 2 


6 6 


_ (n— 3) Get) Cr) DA 


pei (1) 


acli 2) (a — 815 „ls @ = 2) 
= = sila ei 











Quindi 
(n—1)n DIR IE TIME (a 
6 6 6 i 











(2) 


Pn ra 


cioè l'influenza su p, del punto s-plo O considerato è di 


s(s—1)(s-- 2) , 8’ (s'’ — 1) (s’ — 2) 
6 22 6 





unita (**). 

Se il punto singolare O di F, avesse infinitamente vicino (successivo) 
un punto s’-plo, al quale fosse infinitamente vicino (successivo) un punto s”-plo 
(s=s'=s"), allora sulla F’, il punto s'-plo O' avrebbe infinitamente vicino 
(successivo) un punto multiplo secondo s"”. Quindi, analogamente a quanto 
abbiamo visto ora, la F' avrebbe 





a s' aa 4 1 3 ae 2) 
Pa In | ; ( 


ove mn è il valore che avrebbe p, per la F’ quando il suo punto s'-plo O' 
fosse ordinario, isolato: cioè 7, non è altro che il valore (2) di pa. Quindi 





(*) Questa identità, oltre che dalla diretta verificazione, si riconosce vera servendoci 
della proprietà che ha il genere numerico di una superficie di non variare quando si 
trasforma birazionalmente la superficie stessa. Se una superficie di ordine # non ha altre 
singolarità che un punto s-plo isolato, ordinario O, il suo genere numerico sarà espresso 
dal secondo membro dell’identità da dimostrare; trasformando questa superficie colla 
“ trasformazione del n. 2, dopo aver scelto O come punto fondamentale isolato della tra- 
sformazione nel 1.° spazio, si otterrà. una superficie di ordine 2n —s, non avente altra 
singolarità che un punto n-plo isolato, ordinario, ed una conica (n — s)-pla ordinaria, in 
un piano non passante pel punto n-plo. Il genere numerico di questa trasformata sara 
espresso dal primo membro della identità da dimostrare, il quale risulta perciò identica- 
mente uguale al secondo. l 

(**) Nörtuer: Ueber die algebraischen Functionen... (Nachrichten Göttinger, 1871), 
pag. 272, caso b). 


di 5.2 ordine. 255 





l'influenza su p, del particolare punto s-plo di F„ ora considerato è di 


ln te 





unità. 

Si vede che si pud cosi proseguire, estendendo il ragionamento al caso 
in cui il punto singolare O di F, consti di un punto s-plo a cui sia succes- 
sivo, in una certa direzione, un punto s-plo; ed a questo sia successivo un 
punto s’-plo, a cui segua un punto s'’’-plo,... e così via (s=>s'=s"=s"=...) 
essendo questi punti in numero finito. Ma ciò che si è detto per i punti in- 
finitamente vicini ad O in tale direzione, si può ripetete per quelli che fossero 
infinitamente vicini ad O su F„ in qualunque altra direzione uscente da esso. 
Così avremo che l’influenza su p, di un punto s-plo singolare, isolato O, nella 
cui composizione non entri alcuna linea infinitesima, ma soli punti multipli 
staccati, è di 


s(s— 1)(s — 2) 49 e el. 
6 grd 6 





unità, essendo la sommatoria estesa a tutti i punti s-pli (staccati) infinita- 
mente vicini ad 0. 

Abbiamo quindi che se una superficie F„ ha un punto s-plo O, nella 
cui composizione non entrino linee multiple infinitesime, ma soli punti OP) 
s®-pli, staccati, le condizioni imposte da questa singolarità alle superficie 
aggiunte ad F,, sono che esse abbiano in O un punto (s — 2)-plo, ed in 
ciascuno. dei punti OÙ) un punto multiplo secondo s© — 2. (Essendo 
Ss =... Ss) = sh.) 

In particolare se il punto s-plo non ha infinitamente vicini ad esso che 
eventualmente punti doppi in numero finito, l’influenza sua su p, è di 


s(s—1)(s — 2) 
6 


unita, come se fosse ordinario, isolato. 
Se poi fosse anche s = 2, il punto O non avrebbe influenza alcuna 
su, 
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INFLUENZA SU Pn DI UN PUNTO MULTIPLO ISOLATO 
NELLA CUI COMPOSIZIONE ENTRI UNA LINEA MULTIPLA INFINITESIMA. 


5. Passiamo ora al caso in cui una superficie F#, di ordine n abbia 
un punto s-plo isolato O, infinitamente vicino al quale vi siano, in direzioni 
diverse, infiniti punti multipli; vi sia cioè, una linea infinitesima 2, di or- 
dine A, multipla secondo s'. Supporremo evidentemente che sia 


n=8+s ) 
| | (3) 
Sh ='s. ) 

Supporremo poi che sulla linea 2 non vi sia alcun punto la cui multi- 
plicita per F, sia maggiore di s'; e anzitutto considereremo ‘il caso in cui 
non vi sia su À aleun punto, infinitamente vicino al quale, oltre i punti della 
linea 4 vi siano punti multipli per la superficie. Supporremo pure, per sem- 
plicità, che la #, non abbia altre singolarità oltre il punto O. Trasformiamo 
la F, servendoci di una trasformazione del tipo considerato al n.° 2, e sup- 
poniamo che il punto fondamentale A di questa, nel 1.° spazio X, coincida 
col punto O di F„. La trasformata F'', di ordine 2n—s, oltre un punto 
A’ n-plo ordinario, isolato, ed una conica (n — s)-pla ordinaria o’, avrà una 
linea s’-pla 2’ (corrispondente a 2), di ordine h, nel piano di a’. Indicando 
quindi con x l’influenza della linea % su p, per F’’, il genere numerico ‘di 
questa sarà 


Mn) (Ain a) 
Pa 6 





n(n—1)(n—9) n—s)n—s—1)(2n— 3) 
Wa TE TP 2 7% 





ossia, per lidentita (1) 


N (n— 1) (f= 2) (n 3) + (=D 2) à 
Pa — 6 eee 





Come è chiaro, x non è altro che la postulazione di una curva piana 2, 
di ordine h, multipla secondo s' — 1, per una superficie di ordine 2 n — s— 4, 


la quale abbia nel piano di A una conica o' multipla secondo n — s— 1, non 
facente parte di 2’. 
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Osserviamo che, come si ricava dalle citate formule di postulazione di 
Nörner, una linea, intersezione completa di due superficie di ordini p, 9 (7 = p) 
rispettivamente, la quale stia su una superficie di ordine m, e sia r-pla per 
questa, ne riduce il genere numerico di 


1 r(r—1 À 
3 i pg l6m—(2r—1)(ÿ + 9) —12! (4) 





unita (*), quando sia 
m=(r—1)p+q+1. (5) 


Nel nostro caso la condizione (5) essendo soddisfatta per le (3), deter- 
mineremo x mediante la (4), osservando perd che ciascuno dei 2h punti co- 
muni a o' e À influisce su p, per 


8 (s —1 


RIS Wee gg) 
unità (**). Avremo quindi 
ED 4/6 (s—1)—@s'—) @—1)}, 


L'influenza del punto s-plo considerato, su pn è quindi di 





nn ae ga 1)— (2s'—1)(h—1)! (6) 


unita (***), 


(*) Si sa inoltre che se su una superficie F, si ha una linea doppia di ordine d, 
genere w, dotata di ¢ punti tripli, i quali siano tripli anche per la Fm, l'influenza di 
questa curva su pr è di 

{m—4)d—2t—u +1 
unità. 

(**) Poichè risulta dalle formole di postulazione di NÖTHER (n.° 11), che se sopra una 
superficie P il punto O è comune a due curve multiple rispettivamente secondo 7, ed r, 
per ®, esso diminuisce l’ influenza complessiva delle due curve su p, di 

1 
6 72 Be ots — 1) 
unità, supposto ro 7}. 
(#**) Ponendo in questa espressione s'=s, h=1, si ha quelia relativa al caso par- 
ticolare considerato dal signor NòTHER nella 2.* o. Ueber die algebraischen Func- 
tionen... (Nachr. Götting., 1871), caso d). 
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Cerchiamo una interpretazione geometrica di questo risultato, nel caso 
in cui sia s <s (*). | 
E noto (come gia ricordammo al n.° 4) che una superficie avente per 
equazione | 
Din = Pr + Orti + Sree ++ om = 0 


riferita ad un sistema di coordinate cartesiane non omogenee avente per ori- 
gine un punto O r-plo di essa, ¢; indicando una forma d’ordine è delle x, y, 2, 
ha infinitamente vicino ad O sull’asse delle z un punto 7'-plo (7’ = r) quando 
x ed y compaiano complessivamente ai gradi 7’, "— 1, r'—2,..., 1 ri- 
spettivamente in 4, 9r4+1) Pr+23+++) Srtr'—1, CiOè quando la tangente a ®» in 0, 
sulla quale si trova il punto »'-plo O' infinitamente vicino ad O, sia multipla 
secondo 7’, r — 1, »' —2,..., 1, rispettivamente pei con g,=0, gr: —=0, 
Pre = 0,...,) Erin = 0, e questa è condizione necessaria e sufficiente. 

Quindi, perchè una tal superficie abbia infinitamente vicino ad O una 
linea infinitesima / di ordine %, multipla secondo 7’, se 4x = 0 è il cono for- 
mato dalle tangenti in O, sulle quali stanno i punti di /, occorre e basta che 
1 coni 97 = 0, gr+4:=0,..., Prtr-ı = 0 contengano il cono Ya — 0 come parte 
multipla rispettivamente secondo 1, 7’ —1,..., 1. 

Ritorniamo ad #,; e consideriamo una superficie avente nel punto O 
di F„ un punto (s— 2)-plo isolato, ordinario; cerchiamo poi il numero delle 
condizioni che si impongono ad essa, volendo che abbia infinitamente vicino 
ad O la linea À, multipla secondo s — 1. Supporremo perciò ay 


sie 


Il numero cercato sarà uguale alla somma delle condizioni lineari, di- 
stinte, che vengono imposte rispettivamente ad una curva piana di ordine 
s—2 perchè abbia come parte (s' — 1)-pla una data curva piana di ordine % 
(nel piano della prima); ad una curva (nello stesso piano delle precedenti) di 
ordine s — 1, perchè abbia come parte (s' — 2)-pla la stessa curva di or- 
dine h; ad una curva, sempre nello stesso piano, di ordine s, perchè abbia 
come parte (s' — 3)-pla la stessa curva di ordine h; ecc., ed infine, ad una 
curva, pure di quel piano, di ordine s + s'— 4, perchè abbia come parte 


(*) Il caso s'= s, pel valore particolare s =2, è considerato alla fine del presente 
numero. 
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semplice la stessa curva di ordine h. Ora, questo numero di condizioni & 


Ce Ie—2) — (i FH — |— 


RI +2H+IH HEN] + 


HE 961-6 — 32-1] - 


— le [1+2+3+--+6—-31+ 


Eg Bas) EE (iI 1|— 


—ht [L4+2434----+(s'—4)] + 


++ - 1] 


pi ns, Gn AZ 


Questo numero non è dunque altro che x. 

Potremo quindi dire che se una superficie F„ ha un punto s-plo O a cui 
sia infinitamente vicina una linea infinitesima 2, multipla secondo s (< 8), 
le superficie aggiunte ad F, hanno O per punto (s —2)-plo, e À per linea 
infinitesima (s' — 1)-pla (*). 





(*) Direttamente questo si può dimostrare così. Sia 


P,-4 = Ys 2 (x, Y, 2) + tsi (x, % 2) +... + Und Ge y, 2) == 0; 


in coordinate non omogenee, una superficie di ordine n — 4, avente il punto 0, che assu- 
miamo per origine delle coordinate, per punto (s — 2)-plo. Si applichi ad essa la trasfor- 
mazione (x = x'2',y=y'2',2z=2'); sarà D' = do (2, y", 1) + 2! Ys-1 (x, y”, 1) +...=0 
la superficie trasformata. Questa (se 07 (x, y, #3) —0 è il cono formato dalle tangenti 
in 0 ad F,, su cui stanno i punti della linea infinitesima s’-pla, successiva ad 0, di or- 
dine 4) deve avere la linea [07 ‘a’, y', 1) = 0, 2’=0] per linea (s'— 1)-pla, affinchè ®„-4 


260 Pensa: Sulle superficie razionali 





Se sulla linea % vi fossero dei punti O' (in numero finito) i quali aves- 
sero infinitamente vicino, oltre quelli di 2, dei punti 0; (in numero finito) 
multipli secondo s';, si avrebbe facilmente, con trasformazioni quadratiche, 
che le superficie aggiunte alla data avrebbero quei punti 0”; multipli secondo 
s';— 2; e analogamente avverrebbe per tutti i punti multipli, staccati, infi- 
nitamente vicini a questi, e così di seguito. 

Consideriamo in particolare un tacnodo (*) di superficie. Esso consta di 
un punto doppio a cui è infinitamente vicina una retta doppia infinitesima, a 
cui segue ancora un punto doppio. 

La sua influenza su p, per una superficie, si ha ponendo nella (6) (che 
vale qualunque sia s' = s) 3 


Si ha così che un tacnodo isolato di superficie influisce su p, per una unità, 
e quindi se O è un tacnodo per una superficie F, esso è semplice per le ag- 
giunte ad F' (**). 





sia aggiunta ad Fn. Perchè ciò avvenga, dovranno 
il 2 f / ! u r A , r r 
Is-2 le’, Y, 1), Y-ıla, 7, Dit. Yets—a (x, 9’; 1) 


contenere come parte (s’— 1)-pla, (s’ —2)-pla,..., semplice, rispettivamente, il fattore 
0x (a, y’, 1). Per le forme che vengono ad assumere, in conseguenza, 


Vs 2 (m, VE 3), Vs-1 (x, y; By ys be+s'-4 (x, Y: 3), 


risulta provata l’asserzione. 

(*) Cfr. ZEUTHEN, Math. Ann, IX, 1876, pag. 321; e SEGRE, |. cit., n.° 16. 

(**) Cfr. Néruer: Ueber die Algebraischen Functionen... (Göttinger Nachr., 1871), 
caso d), e CASTELNUOVO: Sulle superficie di genere zero, n.° 15, 
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INFLUENZA SU Pn DI QUALCHE PUNTO SINGOLARE NON ISOLATO, 
E DI QUALCHE LINEA MULTIPLA NON ORDINARIA, 


6. Si consideri una superficie J”, avente una linea s-pla ordinaria 3, 
sulla quale stia un punto O (semplice per 2), s-plo per F,, tale che infi- 
nitamente vicino ad esso sulla superficie vi sia una retta infinitesima 2, s'-pla 
(s =s, ss =n), senz'altro. Trasformiamo I’, colla solita trasformazione, 
scegliendo O per punto base isolato nel 1.° spazio. Sia 4’ la linea di F’ (tra- 
sformata di F,) corrispondente a i, ed / la retta di x' (ritenendo le nota- 
zioni del n.° 2) corrispondente ad 7. La 2’, s-pla per F'', incontrerà % in un 
punto P'. La F7 avrà: 


_ nm — 1)(n — 2) (n — 3) 
6 





n cala 
è 
ove 6 è uguale alla influenza di A su p, per la F,, nel caso che il punto 0 
non avesse infinitamente vicino, oltre i punti di 2, alcun altro punto multiplo, 
e x è l’imeremento di essa, dovuto ad J, 
Allora, tenendo conto del punto P', e dei due punti d’incontro di 7 con 
o, si ottiene, procedendo come in un caso analogo al n.° 5, 





À Ces Ga 
FAR A DA (7) 


Questo è l’incremento prodotto nell’influenza di À su pr, dal punto O (*), 
cioè dalla retta infinitesima s'-pla J, infinitamente vicina ad 0. 

Per s =2 si ha x=0, cioè se sopra una linea s-pla ordinaria ) vi è 
un punto O, s-plo per F,, e semplice per À, infinitamente vicino al quale, 
oltre à punti di ), vi sia una retta doppia infinitesima, le superficie aggiunte 
alla data si comportano in O come se esso fosse un punto generico di À. 





(*) Se una linea.) ha un'influenza A su p, per una F„, e se, imponendo a À di avere 
in un suo punto O una singolarità superiore a quella dei suoi punti generici, I’ influenza 
di À su pn diventa A+, diremo che t è l'incremento prodolto dal punto singolare O 
nell influenza di À su pn. 
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In particolare, per s = 2, si ha che un tacnodo su una linea doppia or- 
dinaria non altera l’influenza di questa sul genere numerico della superficie. 
7. Sopra una superficie F„ vi sia una linea cuspidale priva di punti 
chiusi (*). Le superficie aggiunte ad F, si comportano lungo la linea cu- 
spidale allo stesso modo che se questa fosse una linea doppia nodale. Infatti, 
una superficie aggiunta ad F’, non differisce, per quanto riguarda il suo com- 
portamento lungo le linee multiple di #„, da una superficie subaggiunta (**), 
cioè da una superficie la quale tagli, su ogni piano generico, una curva ag- 
giunta alla sezione di F, fatta dallo stesso piano. Ora, le curve aggiunte alla 
sezione piana di #,, per quanto riguarda le cuspidi ordinarie, tracce della 
linea cuspidale di F,, sono le stesse che si avrebbero se codesti punti fos- 
sero doppi ordinari. Quindi le superficie subaggiunte alla data si comportano 
lungo la linea cuspidale come se questa fosse una linea doppia nodale; lo 
stesso avverrà per le superficie aggiunte. i, 
Ricordando l’ultima osservazione del numero precedente, e tenendo pre- 
sente il risultato ora ottenuto, si ha che se una superficie F ha una linea 
cuspidale 2, sulla quale vi sia un certo numero finito (=0) di punti chiusi 
per F, le superficie aggiunte alla data sono soggette, per quanto riguarda 
la Ei à, alla sola condizione di averla per linea semplice (si comport 
cioè nei punti chiusi di À come nei punti generici di essa) (***). 
Osserviamo ora che, come è noto, un regresso di seconda specie su una 
superficie, è costituito da un punto doppio a cui è infinitamente vicina una 
retta doppia infinitesima, cuspidale, sulla quale stanno 5 punti chiusi per la 
superficie (****), Da questo, e da quanto precede, risulta che un regresso di 2.4 
specie, di una superficie, ha sul valore di p, per questa la stessa influenza 
che vi avrebbe un tacnodo, posto nelle stesse condizioni di esso (*****), vale 
a dire le superficie aggiunte alla data si comportano in un regresso di 2. 
specie di essa, come in un tacnodo. 





(#) Cfr. per questi punti ZEUTHEN, Math. Ann. tom. XI, pag. 479 e seg.'; e SEGRE, 
Pots ui da | 
(**) ENRIQUES: Jntroduzione..., n. 17, Cfr. pure CASTELNUOVO ed ENRIQUES; Récents 
resullats..., n. 12 e seg.’ 
(***) Possiamo dunqué dire che un tacnodo, tanto se è su una linea doppia nodale, 
che su una linea cuspidale, non accresce l’influenza di essa su Pn - 
(*##*) Cfr Searu sl, cit, 013. 
(**#***) Cioè influisce su pn per un’unità se è isolato; e se invece è su una linea 
doppia nodale o cuspidale, non accresce l'influenza di essa su pn. 
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8. Vediamo cosa si ha nel caso in cui tutti i punti di una linea À 
siano punti chiusi per F. Sarà À una linea luogo di tacnodi. Procedendo 
come nel numero precedente osserviamo che una sezione piana generica f 
della # ha in ciascun punto A d’incontro del piano di sezione x con A un 
punto doppio a cui è infinitamente vicino un ulteriore punto doppio A’; una 
curva aggiunta ad f avrà dunque A ed A’ per punti semplici, cioè avrà A 
per punto semplice, e per tangente ivi la tangente tacnodale in questo punto 
ad f. Lo stesso avvenendo per tutti i punti di f analoghi ad A, ed essendo x 
un piano generico, possiamo concludere che se una superficie F ha una linea 
À luogo di tacnodi, le superficie aggiunte ad essa hanno X per linea semplice, 
e per piano tangente in ogni punto di essa quello che, contato due volte, dà 
il cono tangente ivi ad F. 

E tenendo presente la composizione di un regresso di 2.* specie, e pro- 
cedendo come nel caso ora visto, si ottiene che se À è una linea luogo di 
regressi di 2.4 specie per una superficie F', le superficie aggiunte ad F si 
comportano per rispetto a À come se questa fosse una linea doppia tac- 
nodale. 

Se la linea A fosse luogo di osenodi (*) per F’, allora la sezione f 
di F con un piano generico x avrebbe un oscnodo in ciascuno dei punti A 
di intersezione di x con À, dimodochè ad A su f sarebbe successivo un punto 
doppio A’, ed a questo un punto doppio A’, e si avrebbe che una aggiunta 
ad F deve essere tagliata da n (in ogni sua posizione) in una curva tale 
che abbia A, A', A" pei punti semplici. 

E così si può procedere in altri casi analoghi. 


INFLUENZA SU Pn DI PUNTI SINGOLARI SUPERIORI AL TACNODO. 


9. Abbiamo già determinata l’influenza di un regresso di 2.° specie su 
pn (n.° 7): consideriamo ora una superficie F, dotata di un osenodo O, senza 


altra singolarità. E noto che un osenodo è costituito da un punto doppio a 
cui sia infinitamente vicina una retta tacnodale (**). 


(*) Cfr., per la composizione di un osenodo, SEGRE, |. cit., n. 19. 
(**) Cfr. SEGRE, |. cit., n.° 19. 
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Riferita la F’, ad un sistema di coordinate omogenee, scegliendo O per 
punto r;=x,=t3= 0) sara’: 


By =a gt +2 a be +e 4 (QE + a ds) + 
Las (he Le +e ha) +e de + +: + + fn = 0 
ove le ÿ; sono forme di ordine 7 nelle x,, X, x3, ed in particolare 
de = D, vi +b, a a, + dare + by xs + bas ds + ber}. 
Applichiamo ad /, la trasformazione 
Mrs Ts a UE D CPE TRE ODA AE NE DR 


Lig Cane Ca == DD de Dal lo Cell LT 


Otteniamo una superficie F'’.,-., di ordine 2#— 2, avente per linea 
(m— 2)-pla la conica [x',— 0, o; (x, à’, 3) = 0], e avente, nel piano di que- 


sta, la retta r age = (=i TR 0) *per retta doppia RT Ha poi ancora 
il rine Lu = U's = 2's = 0 per punto #- plo isolato ordinario; e non ha altre 
singolarità. 

Poniamo 


Os (lis Ley Xz) EN + Ge Ly Le + Ay Li Xz + Ay XZ + As Ly He + dei; 


A 


e consideriamo una superficie ,,-,, di ordine 2n — 6, la quale si comporti 
come una aggiunta ad f’’,,-, nel punto x,=x=3=0, e lungo la co- 
nica [X ,=0, 5 (1, ©, &)=0], e cerchiamo quante condizioni le si deb- 
bano imporre perchè si comporti pure come una aggiunta alla stessa super- 
ficie lungo la retta (x, —0, x’, = 0), abbia cioè questa retta come linea sem- 
plice, e per piano tangente in ciascun punto di essa quello che, contato due 
volte, dà il cono tangente nello stesso punto ad F’’,,-, (*). Il numero di queste 
condizioni lineari, distinte, sarà l'influenza dell’oscnodo :su py . 

La dans avrà quindi per ipotesi il punto x, =f2s=x:==0 multiplo 
secondo n — 2, ordinario, isolato, e la conica [x',— 0, (8, 2, 3) =0] 
multipla tt n—3, e conterrà quindi come parte semplice il cono 





(*) In particolare, basterebbe che 7’ fosse doppia nodale, senz’altro, per la Pang. 
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Ta (Xi, Le, v3) = 0. Affinchè questa superficie si comporti nel modo detto 
lungo la retta 7’, deve anzitutto contenerla almeno come linea semplice, e 
per questo, data la posizione speciale di r’ occorre una condizione lineare 
soltanto. Tale superficie si spezzerà allora nel piano x,= 0, nel cono 
(X, %.%)—=0, ed in una superficie residua di ordine 2n— 9. Avremo 
quindi | 

Din = 9% (©; a T's) Fins 0 (8) 


ove 
bd ! A Bs Wes 
Bono = 95 9A, IC Sy, +00? Tys ice ty Soy Ans + TL? Dna 


essendo x; una forma di ordine 7 nelle x',, æ,, 23, ed indicando con o,, 
semplicemente, la forma a, (11, Te, 3). 

Siccome la F”,,-. non ha nei punti generici di x, =x’, = 0 per piano 
tangente il piano x, = 0, così perchè la ®,,., si comporti come aggiunta 
lungo tale retta, occorre e basta che la Y,,-s passi per 7’ (cioè P,„-, abbia 7" 
per retta doppia), ossia se = a Ti + a,%,+ a, a3, che 


ay = 0, X = 0. (9) 


Le condizioni cercate sono quindi 3 in tutto. 

Avremo dunque che un oscnodo isolato di una superficie F influisce sul 
genere numerico di essa per 3 unità. 

Sì può interpretare questo risultato dicendo che se una superficie F ha 
un oscnodo în un punto O, una aggiunta ad F ha in O un punto semplice, 
e tocca ivi il piano che contato due volte costituisce il cono tangente nello 
stesso punto alla data superficie (*). 

10. Supponiamo che un osenodo O stia su una linea doppia nodale 2 
della F,. Abbia questa, ritenendo le notazioni precedenti, in 0 (a, =x, = &3 = 0) 
per tangente la x, = x,=0. 

La F',..., avrà allora, oltre le singolarità dette nel caso precedente, an- 
cora una linea doppia nodale X (corrispondente a A). 

Quindi una ®,,_, che debba comportarsi come una aggiunta alla His 
in tutte le singolarità, esclusa ancora, pel momento, la 7”, dovrà avere, oltre 
il punto (n—2)-plo x ,=x,=%3=0, e la conica (n—3)-pla (x, —0, 





(*) La dimostrazione di questo fatto è analoga a quella di un caso simile, al n. 15, 
nota prima. 
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a, 0), ancora la % per linea semplice; e per queste condizioni si spezzerà 
nel piano €'7=0 ed in una superficie residua. Ne verrà quindi che non 
occorrerà più imporre ad essa alcuna condizione perchè abbia la » come 
retta semplice, dacché questo avviene già per tutte le rette di x, =O, fra 
cui sta la r’, in conseguenza delle altre condizioni a cui è soggetta. Si ha 
già perciò una condizione di meno, rispetto al caso precedente (in cui il 
tacnodo era isolato), da imporre alla ®,,. affinchè si comporti pure come 
aggiunta ad F',,-, lungo la 7”. 

Vediamo ora, fra le altre condizioni (9) quali sussistono. 

La ®,,-, anche in questo caso si può porre sotto la forma (8), e sic- 
come deve avere Ja A per linea semplice, questa sarà semplice per la Psn-9), 
e quindi la sezione di questa superficie con x = 0 consterà della conica 5, =0, 
contata n — 5 volte, e di una retta pel punto x, — x, — 0. 

Mancherà perciò il coefficiente «,. Delle condizioni (9) non rimane quindi, 
da verificare che la | | 


al, 


Dunque un oscnodo di una superficie, sopra una linea doppia nodale o 
cuspidale (*) di essa, aumenta l’influenza della linea sul genere numerico 
della superficie di un’unita (**). 

11. Consideriamo su una superficie F, un punto doppio O a cui sia 
infinitamente vicina una retta doppia infinitesima, nodale, sulla quale vi sia 
un osenodo O'; è cerchiamo l'influenza di questa singolarità su pp. 

Trasformando Y, con una trasformazione birazionale del tipo di quella — 
del n.° 2, si ottiene una F's, la quale, oltre le singolarità solite, cioè un 
punto n-plo, ed una conica (n — 2)-pla, ha, nel piano di questa, una retta 
doppia nodale r', su cui sta un osenodo. E sappiamo (n.° 10) che questo osenodo 
accresce di 1 unità l’influenza che la r' avrebbe su p, per la F',,, se su 





À 
4 


(7) elena? or. \ coi 

(**) Se O è un osenodo ed r’ è la retta tacnodale infinitesima, infinitamente vicina 
ad O, si sa che ogni punto di r’ ha. infinitamente vicino una retta doppia infinitesima; 
ma vi sono però fra essi sei punti singolari 0’; sulla cui retta doppia infinitesima, infi- 
nitamente vicina #";, sta un punto 0";, a cui segue ancora una retta doppia r//!, ed a 
questa un punto doppio. Cioè i punti 0”; sono tacnodi sulle rette doppie r";. Ma è noto 
(n.° 6) che essi non alterano l'influenza delle 7"; su pn, e quindi i punti 0'; non alterano 
quella di 7’. È per questo che nel calcolo precedente dell’ influenza di un osenodo su 
Pn non abbiamo tenuto conto di tali punti singolari. 
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di essa non ci fosse cotesto punto. Cosicché il sistema complessivo costituito 
dalla retta doppia 7’, e dall’osenodo su di essa, influisce per 2 unità su pn, e 
tale è quindi l’influenza del punto doppio singolare O di F, su pn (*). 

Per le considerazioni con cui si chiude il n.° 7 si ha che l'influenza 
su pn di un regresso di 2.” specie O è uguale a quella di un semplice tac- 
nodo, e pel n.° 10 si ha che l’incremento prodotto in quest’influenza dalla 
presenza di un oscnodo 0' sulla retta cuspidale infinitesima r', infinitamente 
vicina ad O è la stessa che se r fosse nodale (**). Avremo dunque che un 
punto doppio isolato di una Fn, a cui sia infinitamente vicina una retta 
doppia infinitesima nodale 0 cuspidale, su cui stia un oscnodo, influisce sul 
valore di pn per 2 unità. 


(*) Per avere una verificazione di questo risultato, nel caso in cui sia n = 4, potremo 
servirei dal fatto, riconosciuto dal sig. A. Burry nel suo lavoro: Sur les surfaces de qua- 
trième degré qui admettent une intégrale de differentielle totale de première espèce (Comptes 
Rendus, tom. CXXIX, Sett. 1899), e dal sig. M. De Francuis nella Memoria: Le super- 
ficie irrazionali di 4.0 ordine, di genere geometrico-superficiale nullo (Rendic. d. Circolo 
Matem. di Palermo, tom. XIV, 1900), che una F, dotata di un punto doppio’ à cui sia 
infinitamente vicina una retta doppia infinitesima, sulla quale stia un oscnodo, ha pa=— 1: 
questo ci dicé che l’influenza di un tal punto singolare su px, per una F,, è di due unità. 

La stessa cosa si può inoltre riconoscere (per una F,) nel modo seguente, comuni- 
catomi dal sig. prof. Se@rE: «Si consideri la trasformazione birazionale quadratica per 
la quale il sistema omaloidico nel 1.° spazio si compone delle F, passanti per una co- 
nica y, e tangenti in un punto A di questa ad un piano fisso ¢ (passante per la retta a 
tangente in A a y). Il sistema omaloidico del 2.° spazio è composto in modo analogo, Ad 
una F, tangente in A a a, corrisponde una /, con un tacnodo. Se la F, è un cono, col 
vertice in un punto generico di c, la trasformata 7, acquista un secondo tacnodo nel 
punto trasformato del vertice. E se il cono cubico F, ha il vertice su a, allora, nella tra- 
sformata 7, si avrà un solo punto doppio, limite di due tacnodi infinitamente vicini. Si 
avrà così (se il cono cubico era generale, e quindi ellittico) una 7, dotata di un taenodo 
superiore (e di nessun altro punto doppio), e non razionale, anzi con pn = — 1 ». 

Questo «tacnodo superiore » non è altro che la singolarità di cui stiamo occupan- 
doci, comé si vede esaminando l’equazione della F,, che in tal modo si viene ad otte- 
nere: equazione che si può scrivere: 


(1% da — 223) + (ary ay — 283) fa (21, La) + di fa (1, La) = 0 


essendo æ, —=#, = #; = 0 il punto doppio singolare di cui si tratta, ed indicando con fa, 
fs forme binarie di 2.° e 3.° ordine rispettivamente. 

(**) Una F, avente un purito doppio O a cui è infinitamente vicina una retta cuspi- 
dale, infinitesima 7’, sulla quale sta un osenodo 0', è stata considerata dal sig. DE FRANCHIS, 


]. cit., n.° 3, ed indicata ivi con FE», 
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Più generalmente, si abbia una #, avente un punto s-plo O a cui sia in- 
finitamente vicina una retta doppia nodale o cuspidale 7’ sulla quale stia 
un osenodo (*). Ragionando come precedentemente, si vede che l’influenza 
di questa singolarità su p, per la F, è di 


s(s — 1) (s — 2) 
6 13 





unita. 

Analogamente si potrebbe calcolare — cid che non presenta difficolta — 
l'influenza su p, di un punto s-plo a cui sia infinitamente vicina una retta 
doppia infinitesima, luogo di tacnodi o di ee di 2.* specie: ce ne aster- 
remo qui per brevità (**), 


INFLUENZA DI QUALCHE SINGOLARITA DI SUPERFICIE SUL BIGENERE ae 


12. E noto che le curve bicanoniche (***) sopra un ente algebrico #, 


doppiamente infinito, formano, se esistono, un sistema lineare (bicanonico) ; 
il numero P delle curve bicanoniche linearmente indipendenti, si chiama bi- 
genere dell'ente algebrico F. 

Si sa poi (****) che ogni curva bicanonica su una superficie F, di or- 
dine n può ottenersi mediante una superficie di ordine 2 (n — 4) la quale (nella 


(*) Per s> 2, dobbiamo supporre n > 4, perchè la Fy, non si spezzi. 

(**) Osserveremo infine che se una linea doppia, nodale o cuspidale À passa per un 
punto 0, semplice per essa, e triplo, ordinario per la superficie F, il sistema costituito 
dalla linea doppia À e dal punto O ha su py» la stessa influenza che vi avrebbe A se il 
punto O avesse per la superficie la stessa singolarità dei punti generici di À; e di più 
noteremo che un punto triplo O, a cui sia infinitamente vicino su F una retta doppia 
nodale o cuspidale r’, supposto sopra una linea doppia, nodale o cuspidalé À (essendo O 
semplice per questa), ne accresce |’ influenza su pn di un’ unità. 

(***) Si ha il teorema: Se sopra un ente algebrico co? F, il doppio di un sistema lineare 
irreducibile | C| è contenuto nel doppio del proprio sistema aggiunto | C'|, altrettanto av- 
viene per ogni altro sistema lineare su F; e le curve residue di |2 C | rispetto a | 2 C'|, 
spogliate delle loro componenti fisse, costituite da punti base per | C|, 0 da punti che en- 
trano come parti fisse în | C'|, non dipendono dal sistema di partenza | C|. Queste sono 
le curve bicanoniche sull ente F. Cfr. EnRIQUES: Introduzione..., n.° 39. 

(****) CASTELNUOVO: Sulle superficie di genere zero, n.° 11. 
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ipotesi di singolarità ordinarie) sia costretta ad avere per linea h-pla ogni 
linea h-pla di F(h= 2), in guisa però che le sezioni delle due superficie, con 
uno stesso piano generico, abbiano in comune ancora A— 2 punti infinita- 
mente vicini sopra ciascuno degli A rami uscenti dal punto A-plo; e sia co- 
stretta inoltre ad avere per punto doppio ogni punto triplo isolato di /, e 
per punto k-plo ogni punto k-plo isolato di F(kK=4), in guisa però che, 
nell'ultimo caso, le sezioni delle due superficie con uno stesso piano generico 
passante per quel punto, abbiamo ancora k — 4 punti infinitamente vicini su 
ciascuno dei & rami uscenti dal punto. 

Una siffatta superficie di ordine 2 (n — 4) si dirà biaggiunta ad F (*) 

13. Consideriamo una superficie F„, di ordine n, avente una linea 
cuspidale 4, priva di punti chiusi. 

Pel fatto che una superficie biaggiunta di ordine 2 (a — 4) taglia, su 
ogni piano generico, una curva che si comporta, rispetto alle singolarità della 
sezione di 7, collo stesso piano, come l'insieme di due curve aggiunte, si ri- 
conosce subito che le superficie biaggiunte ad 7, si comportano lungo % come 
se questa fosse una linea doppia nodale. 

Su 4 vi sia ora un punto chiuso O. Trasformiamo #, colla trasforma- 
zione del n.° 2, assumendo il punto base A di = in 0. 

La trasformata Æ” avrà, nel piano della conica (n — 2)-pla a’, una retta 
doppia 7’, la quale incontrerà la linea 2, trasformata di 2, nel punto di =’ 
corrispondente alla direzione della tangente a À in 0. 

La F’ avrà 


__ (4n—11)(4n —10)(4n—9) 


re 6 — ron, 





indicando con +’ l’influenza complessiva di A’, o', À su P per F', e con x 
quella di r’. I primi due termini del secondo membro dell’ultima uguaglianza 


(*) Nell’ipotesi più semplice che la sia dotata soltanto di una curva doppia, e non 

abbia punti multipli isolati, potendo però avere dei punti A-pli (4 >?2), purchè tali punti 
(k — 

siano multipli secondo Dili 
biaggiunte ad F sono caratterizzate dal fatto di avere per linea doppia la linea doppia 
di F (Cfr. CastELNUOVO, |. cit., nota al n.° 11). Devesi pure notare che I’ insieme di due 
superficie aggiunte di ordine n — 4 si comporta come una superficie biaggiunta di ordine 
2(n— 4). 


per la curva doppia, le superficie di ordine 2(n — 4) 
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valgono 





(2n —7)(2n—6)(2n—5) _ 


6 ig 


se © è l’influenza che avrebbe À su P ove fosse priva di punti chiusi. | 
Il valore di x non è altro che la postulazione della retta doppia 2” per 
una superficie ® di ordine 4n — 12, che si comporti già come biaggiunta 
ad F' in tutte le altre singolarità di questa. 
Questa postulazione sarebbe, per una superficie generale di quell’or- 
dine, di 
12n— 35 


unità. Perd la ® ha o’ per linea (n — 2)-pla, e le sezioni di F' e ®' fatte 
con uno stesso piano generico hanno ancora in comune, sopra ogni ramo 
uscente da ciascun punto (n — 2)-plo, intersezione del piano colla conica a’, 
n— 4 punti infinitamente vicini. Siccome 7’ è una retta di F", il piano di o’ 
è uno dei piani tangenti ad F' in punti di o‘, e precisamente nei due punti 
(almeno) d'incontro di 7” e o. Sia M uno di questi punti. Considero la se- 
zione di ® con un piano generico per r': possiamo ritenere 7’ come uno 
dei rami di questa curva sezione, uscente da M. Quindi la sezione ora con- 
siderata di ® ha su 7’, oltre il punto (n — 2}-plo M, altri n — 4 punti infi- 
nitamente vicini ad M (*). In tutto la #° ha 2n—6 punti comuni con ® 
in M. Così dicasi per l’altro punto d’intersezione di r ea’. Allora, per quanto 
riguarda le intersezioni di 7 con © coincidenti in tali due punti dia’, è lo 
stesso come se 7 incontrasse ® in una conica multipla per questa superficie 
secondo 2 n — 6. Siccome (**) un punto comune a due linee multiple secondo 
r, ed r, (<r,) rispettivamente, riduce la complessiva postulazione di queste, 
per una superficie, di 


Srl +1) Gr re + 1) 


unita, cosi nel nostro caso il punto M (e il suo analogo) ridurra la postula- 
zione complessiva di c ed r per ® di 6n—19 unità. Ma la »' incontra 
pure in un punto la linea À, e per questo punto d’incontro la postulazione 
complessiva di ” e X per la ® diminuisce di 5 unità. 





(*) Per ciò che fu detto al n.° 12. 
(##) V.le Formole di Postulazione di NòrnER, n.° 11 (Annali di Matem., s. II, tom. 5). 
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Cosicchè l’influenza di r' su P per F' sarebbe di 
y= 12n—35-— 2(6n—19)—5=— 2 


unità. Ora, l’essere la postulazione di r’ per ® di —2 unità, non significa 
evidentemente altro se non che le condizioni a cui è soggetta la ®’ per le 
linee o’ e % sono già più che sufficienti perchè la 7’ sia doppia per ©’. 

Quindi, siccome l’influenza di r’ su P per F non è altro che il nu- 
mero (=0) di condizioni lineari, distinte da imporre a ©’ perchè abbia 1” 
come retta doppia, dovremo, nel nostro caso, ritenere questa influenza uguale 
a zero. 

Dunque un punto chiuso su una linea cuspidale per una superficie F, ha 
sul valore di P per questa la stessa influenza che i punti generici di quella 
linea, cioè non accresce l’influenza della linea cuspidale su P. Avremo dunque 
che se una superficie F„ ha una linea doppia cuspidale ), con un certo nu- 
mero finito di punti chiusi su di essa, le superficie biaggiunte di ordine 
2(n— 4) alla F, hanno X per linea doppia ordinaria, senzaltro (*). 

14. Consideriamo una 7, avente una linea À luogo di tacnodi. La se- 
zione fx di F, con un piano generico x sarà dotata di un certo numero di 
tacnodi O (tracce di À su 7). Una superficie biaggiunta di ordine 2 (n — 4) 
deve essere tagliata da 7 in una curva che si comporti rispetto ad f„ come 
l'insieme di due curve aggiunte di ordine n — 4. Ora, queste, se O' è il 
punto doppio infinitamente vicino ad O su f,, hanno ciascuno dei punti O, O' 
per punti semplici; e quindi la curva risultante dall'insieme di due di esse, 
e perciò anche la sezione di x con una biaggiunta di ordine 2 (n — 4) ad F,, 
avrà O ed O' per punti doppi, vale a dire questa biaggiunta avrà À per linea 
tacnodale, e in ciascun punto di essa avrà per piano tacnodale quello stesso 
che vi ha la F,. | 

Se poi À fosse luogo di regressi di seconda specie, allora, sulla /,, cia- 
scuno dei punti doppi O sarebbe un regresso di 2.* specie. Ma il comporta- 


(*) Sappiamo (n. 7) che una superficie aggiunta ad F, ha À per linea semplice, senza 
alcun comportamento ‘speciale nei punti chiusi di essa; e siccome l’insieme di due super- 
ficie aggiunte di ordine n — 4 ad Fp, costituisce una superficie Q2/,-4) di ordine 2 (n — 4), 
biaggiunta ad essa, avente À per linea doppia, senza alcun comportamento particolare nei 
punti chiusi di essa, così, se le superficie biaggiunte di ordine 2 (n — 4), dovessero, oltre 
ad avere ) per linea doppia, comportarsi in modo speciale, rispetto ai punti generici di A, 
in ogni punto chiuso di essa, la Q,_4 precedentemente considerata non soddisfacendo che 
alla prima condizione, non potrebbe essere biaggiunta ad Fn. (Cfr. anche la nota al n. 15.) 
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mento di una curva aggiunta ad una data, in un regresso di 2.* specie di 
questa, è identico al comportamento della stessa curva in un tacnodo. Quindi, 
concludendo, abbiamo che se una superficie F,, di ordine n, ha una linea À 
luogo di tacnodi o di regressi di 2% specie, le superficie biagyiunte ad Fa, 
di ordine 2 (n — 4), hanno 2 per linea doppia, luogo di tacnodi, ed in ciascun 
punto di % hanno per piano tacnodale quello che, contato due volte, dà il 
cono tangente nello stesso punto ad F,. 


COMPORTAMENTO DELLE SUPERFICIE BIAGGIUNTE IN QUALCHE PUNTO SINGOLARE. 


15. Passiamo ora a considerare punti singolari isolati. Sia O un tac- 
nodo isolato per una superficie F,, che supporremo priva di altre singolarità. 
Procedendo come nel n.° 13, e ricordando la composizione di un tacnodo di 
superficie, avremo che sulla trasformata F" di F„ la retta 7” (corrispondente 
ai punti infinitamente vicini ad O su F„) non incontra più alcuna linea doppia 
di F” (come avveniva nel caso del n.° 13), ma solo incontra la conica a’; 
per cui l’influenza di » su P per F’, cioè l’influenza del tacnodo O su P 
per Fn è di 

12n—35—2(6 n — 19) —3 
unità. 

Avremo dunque che wn tacnodo di una superficie F, influisce sul bige- 
nere di essa per 3 unità, od anche le superficie biaggiunte ad Fn, di or- 
dine 2(n— 4), hanno in O un punto semplice, e toccano ivi il piano che, 
contato due volte, dà il cono tangente in tal punto alla superficie (*). 


(*) Cfr. CasrezNuovo: Sulle superficie di genere zero, n.° 15. — La seconda parte 
di questa proposizione si può dimostrare nel modo seguente — e avremo ancora, nello 
stesso tempo, una dimostrazione della prima. — Siano 


Frys cf 2 a + af Sa be Hart th +... + n =0, 
Don = 0, war 8 ac2n—9 0, a0 LE... LB, 8 =0 


(ove 4; e 0; sono forme di ordine è nelle &,, æ, æ3) una superficie di ordine n avente 
nel punto A, (2, = 2, = =0) un tacnodo, e priva d’altre singolarità, ed una superficie 
generale di ordine 2 n —8, rispettivamente. Poniamo 0, = 2, ©) + % ay + 2,4. Trasfor- 
miamole colla trasformazione applicata al n. 9, e riteniamo per "2-2, trasformata di 4, f 
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È noto poi che se su 7, A è un regresso di 2.” specie, esso consta 
di un punto doppio a cui è infinitamente vicina una retta doppia cuspidale r, 
sulla quale stanno 5 punti chiusi. Allora, trasformando 7, colla trasforma- 
zione del n.° 2, scelto A per punto base nel 1.° spazio 2, e tenendo conto 
in X di un’osservazione del n.° 13, e ritornando in 8, si ottiene che l’en- 
fluenza di un regresso di 2.4 specie di una superficie Fn, sui bigenere P di 
essa, è uguale a quello di un tacnodo, e quindi le superficie biaggiunte, di 
ordine 2(n— 4), ad F, si comportano in un regresso di 2.2 specie di essa 
come in un tacnodo. 
16. Ritorniamo a considerare la superficie F„ del n. 9, dotata in 
A, (x, = ©, = %3 —0) di un osenodo, con %,= 0 per piano oscnodale, sen- 
zaltra singolarità. Sia poi 


Qin-a = 9, a an 9, + a a Les + Bing = 0 


(ove 6; e una forma di ordine 7 nelle ~,, %,, £3, e ® è una costante) una 
superficie di ordine 2 n — 8, generale. Trasformiamo F, e d,,-3 colla trasfor- 
mazione usata al n. 9, e riteniamo per F’.,-,., trasformata di F,, le nota- 


le notazioni ivi usate. La trasformata di Qo,-8 sarà 
! aS 9n— a SI Al 1 On - uf nf AL nl AA af 
L'in-16= 9008" (24, do, Lt (xs, do, ws) 9, (0, wg, ws) + 
ST ee at te eae r ue 
+ mic 0 (21, a +... — 0. 


Dovendo questa avere la a, —=x,=0 per retta doppia, affinchè la Qe, sia biaggiunta 
ad XY, occorrerà che si abbia , =%,=% =0, — e così risulla nuovamente provato che 
è di 3 unità l'influenza di un tacnodo isolato di una superficie sul bigenere di essa. — 
Sarà dunque: 


r 4 ee. = ' ! 19 Mn r ! , #1 r nat de 
L'in-16 = 8, 0,8, 09" dr, Cor Dal Em oo" LA ie um Gia) Se ls 5 as dl Eee 0 
e ritornando in >, avremo 

Dong = % XL DE + ris -10 95 + eee + 02n—8 oe 0, 


e questa superficie, che è biaggiunta ad F,, ha il punto A, (x, = 4x9 = #3 —=0) per punto 
semplice, con æ, = 0 (piano tacnodale di F, in A,) per piano tangente in ésso. 
Osserviamo ancora che la multiplieitä d’intersezione in A, di Fn e Qen—g non varie- 
rebbe se quest’ultima, invece di soddisfare alle condizioni ora dette, avesse in A, un punto 
doppio, senz’altro. E quindi, se il punto A, stesse su una linea doppia, nodale o euspidale A, 
per Fn, esso sarebbe già doppio per Qe,-s, semplicemente pel fatto di stare su A, e non 
oecorrerebbe più imporre ad @,-8 alcuna condizione affinchè venisse a comportarsi come 
biaggiunta ad 7, anche in A,. Cosi si ha una nuova conferma di ciò che si è detto al n. 14. 
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zioni ivi usate. La trasformata di Q,,-, sara 
= ! 7. 14 _ ! ! ! ! 
Q'in-i6 = 903” 8 (a',, W's, La) +0,09? (x 19 Voy a's) Oy + 
9 == 4 ! ! — ’ ; ! ! 

+ ai 219 (a, de, W's) de +1 (24, Le, ©3)03 +. = 0, 
ove si è posto 0; invece di 6;(@1, #3, &s). 

Perchè la Qn-s sia biaggiunta ad F,, deve la Qun-, avere la 
x = a',=0 per retta doppia, tacnodale, e in ciascun punto di essa, per 
piano tacnodale quello stesso che vi ha F,; cioè deve essere 8 la moltipli- 
cità d’intersezione di F'sn-0 € Q'in-w, in ciascun punto di r. Se poniamo 
0o,=a, di + a ©, + a3 13, dovrà essere anzitutto 


ENT —— op =U 


affinchè »' sia doppia per Q'yn-1¢. Ma con ciò questa si spezza in x’, =O ed 
in una superficie residua di ordine 4n — 17, avente » per retta semplice; e 
questa nuova superficie si trova nelle condizioni della Q',n-:6, Cioè imponen- 
dole di avere r per retta doppia, anch'essa si spezza in x’, = 0 ed in un’altra 
superficie residua. Perchè dunque sia soddisfatta anche l’altra condizione re- 
lativa alla moltiplicità di intersezione di Q 4-4 € F'en-+ in ogni punto ge- 
nerico div’, dovremo anzitutto supporre che quella retta sia tripla per Q'n-s6) 
cioè si abbia Q'n-16=%®,n-:s (per cui sarà «,= 0), essendo semplice 
per ®,,-,8, ed imporre poi a quest’ultima superficie di avere in ogni punto 
di r’ per piano tangente il piano tacnodale nello stesso punto ad F',,-,. In 
tal modo si ottiene appunto che sia 8 la moltiplicità di intersezione di F4, 
ed Q'in-s, in ogni punto di r' (*). 1 
Dovendo Ÿ,,_,, contenere r' come retta semplice, sarà 


Nr, (By ei + Be X's + Bs 2's). 


(*) Infatti, siano f e g due curve aventi in comune un tacnodo O, colla stessa tan- 
gente in esso, e siano, in coordinate non omogenee 


f=aÿ +yte tt... —=0 

g= bY +tyntyt...=0 
le loro equazioni (essendo u; e vi formé in æ ed y, di ordine 2, ed a, 6 costanti). La loro 
moltiplicità di intersezione in O è la stessa [Cfr. SEGRE « Le moltiplicila nelle interse- 
zioni delle curve piane algebriche. ..», Giornale di Matem. di BATTAGLINI, t. 5, serie 2°, 


(num. 3 e 13)] che quella di f—0 colla curva 6f— ag=0,la quale ha in O un punto 
triplo, di cui una tangente coincide colla tangente tacnodale nello stesso punto ad f = 0. 
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Ed essendo 
= ya A + bey VEN 7g WE ay + yo Lo 08 + yo dì, 
avremo che l'equazione del piano tangente, nel punto a’, =', della retta 
n= j=, alla D, è: 
(ay + a à + 452) (Be + Ba 2) 2 + (714-702 + 708 + 71029) a = 0. 
Perchè questo coincida col piano 
(a + as 2 + ag X°) 2,4 (by -+ Bs 2 + be X°) e,=0, 
che contato due volte costituisce il cono tangente nello stesso punto ad F4, 
dovrà essere i 
vr 78 À + Vo A® + gio À = (Bo + Ba À) (Da + Ds À + do 2°). 
Si ha allora, indicando con y, una forma quadratica in 2, æ,, æ,, € 
ponendo x’, invece di y2(@1, @2, 03): 
G',= 4, (6, 0%,+ 6, 2, + 6, x's), 
er + (Be B's + Bs X's) (Dy dé + Ds de x's + De 13), 
e sostituendo in Qu, e poi ritornando nel 1.° spazio, sarà : 
Que = 07710 a, (010, + Be La + Bs Xs) + 
+ ai" [2, xa + (Bs de + Bs Xs) (b, 23 + ds roc + bee] + 
Hal). 
Per n=5 la Qn-s è una quadrica 
Q, =X, (By Ly + Be De + Bs Vs) = 0, 


cioè se una superficie di 5.° ordine F, ha un oscnodo O, le sue quadriche 
biaggiunte sono costituite dal piano oscnodale di F, in O, e da un altro piano 
generico della stella di centro O. 

17. Sia F, una superficie di ordine n, avente un punto triplo O, a 
cui sia infinitamente vicina una retta doppia infinitesima 7’ (nodale o cuspi- 


(*) Possiamo dire che la Qo, -s, biaggiunta ad Fn, ha in O un punto doppio bipla- 
nare di cui uno dei piani tangenti è il piano oscnodale &, =0 in O ad Fn, e le tangenti 
principali di Qen—3 giacenti su x, = 0 sono, oltre lasse del punto biplanare, le generatrici 
d’intersezione di questo piano col cono Y, = 0 (avendo assunto per equazione di 7% quella 
stessa del n. 9). 
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dale) (*). Una superficie Q,,-s, di ordine 2 n — 8, per essere biaggiunta ad F, 
deve soddisfare dapprima alla condizione di avere O per punto doppio, co- 
sicché se | 


Fh = Be ci di + DI Li da + ONE? ds += 0, 


(avendo posto nel vertice A,, ossia a, =, = x, —0, del tetraedro di rife- 
rimento, il punto triplo 0), dovrà anzitutto Q,,., avere un’equazione del tipo: 


= gn 2n— On —12 
In = 0" 10 5, + a?» 11 O3 + a?" 1 6, + ---=0, 


(ove yi e 9; sono al solito forme di ordine è in #,, æ,, #3). Applicando a 
queste due superficie la trasformazione del n. 9, avremo che, nel piano #,= 0, 
la Fons, trasformata di F,, ha una retta doppia r, (cioè æ,=æ3= 0. 
Perchè la Q,,-s sia biaggiunta ad /, deve la superficie Q',n-,8, trasformata 
di Qn-s, avere la retta »' per retta doppia. Imponendo ad Q',-, di soddi- 
sfare a questa condizione, e poi ritornando nel 1.° spazio, ne risulta che, in- 
dicando con « una costante, e con 9, una forma quadratica in æ,, 2, æ,: 


Oo,=a%i, = Mm. 


Si ha quindi che se una superficie F„ ha un punto triplo O, a cui sia 
infinitamente vicina una retta doppia infinitesima r', nodale o cuspidale, le 
superficie biaggiunte di ordine 2(n—4) ad E, hanno in O un punto doppio 
uniplanare (tacnodo), avente per retta doppia infinitesima, infinitamente vi- 
cing, gare 

Analogamente si dimostra che se F„ ha in O un punto quadruplo a 
cui sia infinitamente vicina una retta doppia r, od una conica doppia 7, 
infinitesime (nodali o cuspidali), le superficie biaggiunte di ordine 2 (n — 4) 
ad F, hanno in O un punto quadruplo, a cui è infinitamente vicina la retta 
doppia r, o rispettivamente, la conica doppia y. 

facile ora vedere cosa si abbia nel caso in cui 7” o y fossero per Fn 
linee tacnodali infinitesime. 

18. Consideriamo, per ultimo, un punto triplo O di una superficie Fy, 
al quale sia infinitamente vicino un tacnodo ©. 

Un tal punto, come è evidente per ciò che precede, influisce su P per 
7 unità (considerato indipendentemente da ogni altra singolarità di #,). 





(*) Come al solito, per evitare complicazioni, supponiamo F„, priva d’ogni altra sin- 
golarita, 
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Se riferiamo la F„ ad un sistema di coordinate cartesiane non omo- 
genee aventi O per origine, e supponiamo che il tacnodo OQ sia infinitamente 
vicino ad O nella direzione dell’asse delle 2, avremo 


Fn=99+9ut::-+qn=0 


ove le 9; sono forme di ordine © nelle x, y, 2, e di più 9, manca dei termini 
in 2° e 2’, e 9, del termine in 2 (*). 
Se poniamo, in particolare, 


93 2(, 0 Easy) +. 
VE Ce es -> 


e trasformiamo le F„ (del 1.° spazio 2) colla. trasformazione 


I 


ST LIME AA (10) 


la trasformata F,,-, (del 2° spazio 2') avrà nell'origine x =y'=2 =0 un 
tacnodo, il cui piano tacnodale è 


ei) (11) 


Una superficie Q,n-,), di ordine 2(n — 4), per essere biaggiunta ad F, 
dovrà avere dapprima un punto doppio in O, e poi, la sua trasformata Q 545) 
ottenuta colle formole (10), dovrà ancora avere : a) il punto x = y =z =0 
per punto semplice ; 5) in questo punto per piano tangente il piano (11). 


Sia 


On = Xe Fat =, 
e pongasi 


ye = B 2 + 2 (Be + By) +> 
Bent; 
la condizione a) si traduce, per la Q.n-4, nella seguente 
By =, (12) 


cioè in questa, che il cono y, —0 deve contenere l’asse delle 2 (x — y = 0) 
nella cui direzione vi è su F„ il tacnodo O. 





(*) Oltre a certe relazioni che legano fra loro i coefficienti delle 93,..., %g- 
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La b) si traduce nelle relazioni (*) 
Be = p\a, Bs = pV as, Wi = pie, (13) 
4 
(ove p è un coefficiente di proporzionalità) che equivalgono a due condizioni 
da imporre alla Qan-y . 
Nel caso in cui n= 5, la Qn-,) è una quadrica Q,. Siccome 7, ha 0 


per punto triplo, la Q, sarà un cono quadrico di vertice O, il quale, per 
la (12) avrà un’equazione del tipo seguente : 


Q=z2(B x + oy) + (Ba + Bs x y + By) = 0. (14) 


Osserviamo che se fosse c, —0, la F, da noi considerata avrebbe la 
x=y=0 per retta doppia almeno (**); e siccome vogliamo escludere che 
ciò avvenga, così dovremo supporre 


Ci ae 0. 


Allora, poichè nella Q, manca il coefficiente 7,, così le (13) in questo 
caso diventano 


Le = va, 9 
Bi = P as ) 
QO =p Ve . 
Perchè sia soddisfatta l’ultima di queste, essendo c,=]= 0, sarà 
p=0 
e quindi 
Be = Ps = 


Vale a dire Q, si riduce a due piani del fascio (4 = 0, y — 0). 

Notiamo poi che anche le quadriche biaggiunte ad F;, ottenute dall’in- 
sieme di due superficie aggiunte di 1.° ordine, sono costituite da coppie di 
piani del fascio («© —0, y=0); per cui se una superficie di 5.° ordine F, 





8 le 
(*) Si può interpretare la relazione —2- = ‘SR quando 8, e 8, sono diversi da zero, 
Va, Va, 
dicendo che il cono y, —0 tangente in O ad £2n--4), deve avere lungo la retta a =y=0 


lo stesso piano tangente che vi ha il cono gg — 0. 
(**) Per le relazioni di cui si parla nella prima nota del presente numero, 
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ha un punto triplo O a cui sia infinitamente vicino un tacnodo O', secondo 
una certa direzione r, le quadriche biaggiunte ad F, sono costituite da coppie 
di piani del fascio di asse r. 


ALCUNE CONSIDERAZIONI SUI PUNTI TRIPLI DI UNA SUPERFICIE. 


19. Sappiamo che un punto triplo ordinario (*) (n.° 3, n.° 4.) influisce 
sul genere numerico p,, di una superficie per un'unità. 





(*) Chiamerò, qui e nei n.' seg.', brevemente ordinario (isolato), sia un punto ordi- 
nario nel senso solito, che un punto del tipo di quello considerato al n.° 3, come anche 
un punto del tipo considerato al n.° 4, pel quale però tutti i caratteri s siano 22; 
perchè questi punti influiscono su pn come se fossero ordinari nel senso solito. Ciò per 
evitare inutili prolissità. 

Si noti che un punto doppio singolare O il quale consti di un certo numero 
finito di punti doppi successivi, 0, 0', 0”,..., OÙ (in modo cioè che ad O segua O’, ad 
_ 0' segua O", ecc., e siano del resto, ciascuno rispetto al precedente, in posizioni ge- 

neriche) e tale che ad OÙ) segua una retta doppia nodale o cuspidale r@+1), influisce su 
Pn per un’ unità, cioè si comporta per questo, come un tacnodo od un regresso di se- 
conda specie. Se invece r(ît1) è retta tacnodale il punto O influisce su pn per 3 unità, 
cioè come un oscnodo. Per cui, in questo numero e nel successivo, intenderemo per tac- 
nodo, e per regresso di 2.4 specie (quando non sia un punto generico di una linea dop- 
pia), un punto doppio del tipo ora considerato, per il quale la r(#+1) sia rispettivamente 
doppia nodale, o cuspidale; e oscnodo invece, quando la r@+D sia luogo di tacnodi. 
Osserviamo ancora che se per un tal punto doppio O si immagina che venga a passare 
una linea doppia della superficie (in modo che la retta O O' sia essenzialmente distinta 
dalla tangente in O alla linea), allora, tutti i punti 0’, O”,..., OD, OÙ) verranno ad 
essere situati su rette doppie infinitesime, cioè ad O viene ad essere successiva una retta 
doppia infinitesima r’, sulla quale sta 0'; ad O' una retta doppia infinitesima r”, su cui 
sta O”,..., ed infine OÙ) starà esso pure su una retta doppia infinitesima successiva 
ad OW-D, e ad esso succederà la 741). Basterà, per ciò, provare ché, perchè è O” suc- 
cessivo ad 0’, e questo ad O, il quale sta su una linea doppia, il punto O’ è un punto 
di una retta doppia infinitesima, successiva ad O. È noto (Secre, Sulla scomposizione ..., 
n.° 12) che, se A è un punto uniplanare per una superficie F, ed A’ è uno dei punti doppi 
infinitamente vicino ad esso ‘sulla superficie, ed 7 è la tangente singolare (di Fin A) su 
cui sta A’, affinchè infinitamente vicino (successivo) ed A’ vi sia un ulteriore punto 
doppio di 7, è necessario e sufficiente che due tangenti singolari in A coincidano con +. 
Siccome, nel nostro caso, il punto unipianare O sta su una linea doppia, due delle tangenti 
singolari in O coincidono già nella tangente a questa in 0; se due altre hanno da coin- 
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= u 


Consideriamo dei tipi di punti tripli, prodotti da condensazioni di singo- 
larità abbassanti p,, i quali abbiano su questo genere un’influenza minore od 
uguale a quattro unità. | 

Distingueremo i vari tipi di punti tripli singolari che considereremo, se- 
condo la loro influenza A su pn. 

a) Hanno A = 1 i soli punti tripli isolati ordinari (*. 

b) Hanno A — 2 quelli costituiti da un punto triplo O a cui è suc- 
cessivo un tacnodo, od un regresso di seconda specie, od un punto triplo 0°. 

Hanno A=3 i seguenti: 

c) un punto triplo a cui è successiva una retta doppia nodale o cu- 
spidale a ; 
d) un punto triplo O a cui è successivo un punto triplo O', ed a 
questo è successivo un tacnodo, od un regresso di 2." specie, od un punto 
triplo 0". 

e) un punto triplo a cui è successivo un tacnodo od un regresso di 
2." specie, sulla retta doppia infinitesima del quale vi sia un oscnodo. 

Hanno A=4 i seguenti : 

f) un punto triplo a cui segua uno dei punti c), d), e); 

g) un punto triplo a cui sia infinitamente vicino un oscnodo; 

h) un punto triplo a cui sia successiva una retta doppia infinitesima, 
nodale o cuspidale, su cui stia un osenodo; o sulla quale stia un tacnodo (0 
regresso di 2.” specie) sulla cui retta doppia infinitesima vi sia un osenodo ; 

k) un punto triplo al quale segua una retta doppia, nodale o cuspi- 
dale, su cui stia un punto triplo, al quale segua un tacnodo, od un regresso 
di 2.° specie, od un punto triplo, od ancora una retta doppia nodale o cu- 
spidale. 

Vediamo ora quali fra questi punti, quando si suppongano situati su una 
linea doppia À (nodale o cuspidale) producono nell’ influenza di essa su pn 
un’incremento A’ non superiore a due unità. 

Avremo, per l’ultima osservazione del n.° 11 (in nota) quanto segue: 

Hanno A'= 1: 

a) tutti quei punti tripli aventi A = 2; 


cidere con quella che dà la direzione di 0', nel punto O vengono ad esservi quattro, 
epperò infinite tangenti singolari (cioè queste risultano indeterminate), ed il punto O' 
viene ad essere un punto di una retta doppia infinitesima successiva ad 0. 

(*) Nel senso che diamo qui alla parola ordinario. Dicendo, nel seguito, punti tripli, 
senz'altro, intenderemo tripli ordinari, nel senso ora detto, ed isolati, 
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6b’) un punto triplo a cui è successiva una retta doppia nodale o cu- 
spidale (*). 
Hanno A — 2: 
c') tutti i punti tripli aventi A = 3, tranne quello ora considerato in D’); 
. d') tutti i punti (aventi A= 4), che sono considerati in h) e k) (**). 


APPLICAZIONI DEI RISULTATI PRECEDENTI ALLA DETERMINAZIONE DI F, RAZIONALI. 


20. Prendiamo ora a considerare le superficie di 5.° ordine, e rag- 
gruppiamo punti multipli e linee multiple di cui possono essere dotate (***), 
e le cui influenze su p, sono minori od uguali, per esse, a quattro unità, 


(*) Hanno A'= 1 un oscnodo, ed anche un tacnodo (o regresso di 2.* specie) sulla 
cui retta doppia infinitesima (nodale o, rispettivamente, cuspidale) vi sia un oscnodo. Cfr. a 
questo proposito la nota 4* del n. 21. 

(**) Osserviamo poi che, per particolari posizioni relative delle singolarità costituenti 
i punti tripli che abbiamo considerato, può darsi che se ne vengano ad introdurre altre; 
se queste non sono semplici punti doppi staccati — oppure punti tripli ordinarii o tacnodi 
o regressi di seconda specie, che vengano ad essere posti su rette doppie nodali o cu- 
spidali preesistenti —, cambierà in generale la natura della singolarità, e per la determi- 
nazione della sua influenza su py, si dovrà vedere a quale tipo essa effettivamente ap- 
partenga. Lo stesso si dica per i gruppi di singolarità che attribuiremo alle superficie di 
5.° ordine nel numero seguente. Così per es., se ad un punto triplo O seguono in due 
direzioni diverse due tacnodi, essi vengono necessariamente a stare su una retta doppia 
infinitesima, infinitamente vicina ad O, e siccome un tacnodo su una retta doppia (nodale 
o cuspidale) non ne altera l’influenza su pn, così il punto O devesi considerare come un 
caso partieolare di un punto triplo del tipo c). Analogamente se su una superficie di 
5.° ordine vi sono due punti tripli O, ed O,, a ciascuno dei quali segua, in una certa 
direzione, un punto triplo, la superficie (essendo quelle direzioni sghembe fra loro) ha la 
retta O, O, per retta doppia; così pure se una superficie di 5.° ordine ha due tacnodi 
O,, O, tali che i piani tacnodali ad essi relativi passino per la retta O, Og, questa ri- 
sulterà doppia per la superficie; se invece per la 0, O, passa solo il piano tacnodale 
di O,, il punto O, risulta triplo e quella retta semplice per la superficie stessa. 

E così pure si vede che, mentre una 7; dotata di un osenodo O; e di un tacnodo O, 
in posizioni generiche è razionale, non è più tale quando il piano osenodale in O, e quello 
tacnodale in O, appartengano al fascio di asse O, 0, . 

(***) Ci limiteremo, per le linee multiple, a considerare rette e coniche. Per super- 
ficie razionali di 5.° ordine dotate di sole linee multiple, si vedano i lavori citati di Ca- 
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a seconda della loro influenza su pn. Secondo che questa influenza è 1, 
2, 3, 4 unità distribuiremo le singolarità rispettivamente nei gruppi I, II, 
III, IV seguenti. 


I,. Un tacnodo, o regresso di 2.* specie. 
I,. Un punto triplo ordinario. 


LE 


II,. Un tacnodo od un regresso di 2.° specie, sulla cui retta doppia 
infinitesima vi sia un oscnodo. i 

II,. Un punto triplo a cui è successivo un tacnodo od un regresso di 
seconda specie. 

II,. Un punto triplo a cui è successivo un punto triplo. 

II,. Una retta doppia nodale o cuspidale. 


III. 


III,. Un osenodo. 

Ill,. Un punto triplo a cui è infinitamente vicino un punto doppio 
del tipo II. 

III,. Un punto triplo a cui è successiva una retta doppia infinitesima, 
nodale o cuspidale. 

IIL. Un punto triplo, a cui è successivo un punto triplo, ed a questo 
è successivo un tacnodo, od un regresso di seconda specie. 

III. Un punto triplo O, a cui è successivo un punto triplo O', al 
quale è successivo un punto triplo 0". 


PORALI, e specialmente la Memoria di Hiri: On quintic surfaces. Mathematical Review. 
Vol. 1.°, 1896. Si osservi che se le linee doppie di queste superficie fossero in tutto od 
in parte cuspidali per esse, queste, quando non sono spezzate, nè rigate, sono pure 
razionali. — Escluderemo poi dal presente lavoro la considerazione delle F, razionali, 
monoidali. 
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IIl,. Una retta doppia (nodale o cuspidale) r su cui stia un oscnodo, 
oppure un punto O di uno dei tipi IL,, IL, IT;, in modo che, in questi ul- 
timi tre casi, il tacnodo (o regresso di 2.° specie), o rispettivamente, il punto 
triplo infinitamente vicino ad O non stia su r. 

III,. Una retta doppia 7 (nodale o cuspidale) su cui stia un punto 
triplo O avente, infinitamente vicina, una retta doppia infinitesima, nodale o 
cuspidale. 

III. Una retta doppia luogo di tacnodi, essendo il piano tacnodale 
uno stesso per tutti i punti della retta (*). 

III,. Una conica doppia, nodale o cuspidale. 


EV 


IV,. Un punto triplo a cui sia infinitamente vicino uno dei punti 
BE tay ells: 

IV,. Un punto triplo a cui sia infinitamente vicina una retta doppia 
- del tipo della LII,, o III. 


(*) Che sia per una F,, di 3 unità l’influenza di questa singolarità su pn, si può ve- 
dere come segue. Una superficie F,, di ordine n, abbia una retta doppia r, di equazioni 
x, = X_ = 0, luogo di tacnodi, in modo che il piano tacnodale lungo r sia (indicando con 
a e b delle costanti) 

ax +b a, =), 


per tutti i punti della retta. Una superficie ®, 4, di ordine n — 4, per cui la 7 sia sem- 
plice, ha nel punto +, = x; di essa un piano tangente la cui equazione è del tipo se- 
guente (le «;; essendo costanti) : 


(4, tah +... Hana M) a, + (agg tg À +e. + an 42 MS) rg = 0 


Perchè questo coincida, per ogni valore di À, col piano ax, +bx;—0, dovremo 
avere 


Un =. = nd = 0, be i da Un-4,2 = 0, 
HU AIS 
a b 


Queste condizioni, aggiunte alle n — 3 che occorrono perchè la r sia semplice per 
Dy-4, danno n-3+2(n —5)+1=3n—12 condizioni. Di 3» — 12 unità è quindi Pin- 
fluenza su pn per Fn, della speciale retta tacnodale considerata. Per n= quest’ in- 
fluenza è di 3 unità, come si è detto. 
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IV,. Una retta doppia, nodale o cuspidale, su cui stiano due punti, 
ciascuno dei quali sia di uno qualunque dei tipi II,, IE, Il, IIL,, IL, in 
modo che, chiamandoli O,, O,, ed r,, r, essendo le direzioni secondo cui 
sono loro infinitamente vicine le singolarità di cui sono costituiti, siano le 
r,, 1% sghembe fra loro. 1 

IV,. Una conica doppia, nodale o cuspidale, su cui stia uno dei punti 
IE UA | 

IV,. Una retta doppia, nodale o cuspidale, su cui vi sia un punto di 
uno dei tipi IL, IIL, IIL, IV.. 

IV,. Una retta doppia luogo di tacnodi o di regressi di seconda specie, 
tale che il piano, che contato due volte dà il cono tangente in ciascun punto 
di essa, varii al variare del punto sulla retta (*). 

E ciò sarà provato se p. es. dimostreremo che una F, dotata di tale singo- 
larità (IV;) è razionale. Sia » una tal retta, che per ora supponiamo luogo 
di tacnodi. Consideriamo il piano x tangente in un punto O di r, alla su- 
perficie. La sua sezione con F, ha in O un punto quadruplo; d’altronde la r 
è doppia per questa sezione, quindi la cubica residua ha un punto doppio 
in O, cioè è razionale. Dunque, se il piano x varia al variare di O sur, 
la F, sarà dotata di un fascio di curve razionali, cioè, per un noto teorema 
di Nôruer (**), essa è razionale. Avrà quindi pa = pg=P=0. 

Se r è luogo di regressi di seconda specie, basta osservare che, tanto 
l'influenza su pn di una tale retta, quanto il comportamento in essa delle 
quadriche biaggiunte ad F, sono gli stessi che se r fosse tacnodale (n.i 8, 14). 
Se ne deduce quindi che anche in tal caso la F, è razionale (quando non 
è spezzata). 

21. Ritornando al teorema del signor CastELNUOvO, enunciato al n.° 1, 
e tenendo presente quanto è stato osservato ai numeri 12,..., 19, combi- 
niamo le singolarità dell’elenco precedente in modo che gli indici romani 
diano per somma 4, cioè che i vari aggruppamenti riducano p, (che è uguale 
a 4 per la F; generale) a zero; ed in modo che soddisfino anche all’ altra 
condizione di ridurre P a zero, cioè in modo che manchino le quadriche biag- 
giunte ad ogni F', dotata di uno qualunque di tali gruppi di singolarità. 


(*) Non è difficile scrivere le equazioni delle F, dotate delle varie singolarità con- 
siderate in questo numero. 

(**) Veber Flächen, welche Schaaren rationaler Curven besitzen, Math. Annalen, 
tom. 3 (1870). 
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Avremo cosi che sono razionali (quando non sono spezzate) le superficie di 
5.° ordine dei sequenti tipi: 


a) Fs (ti, I;, In, Ir), ove (à, 7, h, k) è una combinazione qualunque, 
con ripetizione dei numeri 1, 2 (*); 


AI ove (r, 5) è una combinazione qualunque, con 
ripetizione dei numeri 1, 2, 3, 4(**); 


7) Fk, Tj, I), ove 7, 7= 1, 2, edr—1, 2, 3, 4(***); 


9) F, (lz, HI), Ce bate edal el 2.0: 


) 


e) F5 (IV,), DUCED ane oe ee CAT ENS) 


Da queste dobbiamo perd escluderne alcune, le quali, per le posizioni 
particolari delle singolarità di cui sono dotate, pur avendo py = pg = 0, non 
mancano di quadriche biaggiunte. Saranno quindi da escludere : 

à) Ogni F;(I,, I, I, I), quando à quattro piani tangenti ad essa nei 
quattro punti I, stano pure tangenti in questi punti ad una quadrica ; 





(*) Indico con F, (Ii, Ly, In, I») una 7} dotata dalle singolarità I;, L, In, Ir (del- 
l’elenco del n.° precedente). Così per gli altri casi. 
(**) Notando che se r —s = 4, cioè se la F, è dotata di due rette doppie, queste deb- 
bono essere sghembe. 

(#**) Riguardo alla 7; (I,, I,, II,) riporterò qui un’osservazione del prof. SEGRE! « Si 
trasformi una F, dotata di una rétta doppia nodale, e di due punti tripli ordinari, me- 
diante le quadriche (004) per la retta doppia ed i punti tripli; si ottiene una F, di S, a 
sezioni iperpiané di genere 2, giacente su un cono M}, si che i piani delle due schiere 
segano la F, rispettivamente in coniché ed in cubiche pel vertice della M3. Proiettando 
in S, si ha la superficie razionale di 5.° ordine (di CLEBScH) dotata di una quartica di 
1.* specie per linea doppia. » 

(****) Si noti che non si afferma però che siano queste superficie tutte distinte fra 
loro; abbiamo anzi già visto (nota ultima del n. 19) che una F; (IL, Il) non è altro che una 
delle F, (IV;). Così, per la nota 1.* al n. 19, si ha che la singolarità che viene ad otte- 
nersi supponendo che su una linea doppia vi sia un tacnodo sulla cui retta doppia infi- 
nitesima vi sia un oscnodo, è fra quelle che si ottengono supponendo che sulla linea doppia 
vi sia un oscnodo. 
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u) Ogni Fs (i, I, I, Is), quando i tre piani tangenti ad essa nei 
punti I, sono pure tangenti in questi punti ad un cono quadrico avente il 
vertice nel punto triplo di F;; 

v) Ogni Fs, L, Ir, I), quando à due piani tangenti ad essa nei 
punti I, passino contemporaneamente per entrambi i punti I, (*); 

p) Ogni F; avente un punto triplo a cui sia infinitamente vicino in una 
certa direzione r un tacnodo o regresso di 2.% specie, od un punto triplo, 
ed abbia altri due punti O, ed O, del tipo I, in modo che î piani è quali, 
contati due volte, danno i coni tangenti in O, ed O,, passino entrambi 
perno 

le quali tutte, quando non sono spezzate, hanno pg=pn=0, e P= 1. 


Savigliano, 12 Gennaio 1901. 


NOTA ADDIZIONALE. 


Dopo che il manoscritto della presente Memoria era già stato deposi- 
tato nella Direzione degli Annali, il prof. Montesano pubblicò un secondo 
lavoro (oltre quello citato in principio) su questo argomento (**). Sono ivi 
determinate e studiate 24 superficie di 5.° ordine razionali, parecchie delle 
quali erano pure già state da me determinate nel mio opuscolo citato in 
principio. Il prof. Montesano introduce in questa sua Nota le locuzioni « punti 
doppi singolari di 1.° e di 2.° ordine », con cui intende di indicare singolarità 
analoghe a quelle di cui sono dotate le superficie omaloidiche di 4.° ordine 





(#) Cfr. CasteLNuovo: Sulle superficie di genere zero, n. 15, pel caso in cui i punti 
I, siano tacnodi. 

(**) Le superficie omaloidiche di 5.0 ordine. Rendiconti della R. Accademia di Napoli, 
fase. 2.°, febbraio 1901. — Una superficie di 5.° ordine razionale è pure stata determinata 
dal sig. Borrart nella Memoria: Sulla razionalità dei piani multipli {@, y, NP (a, y)\. 
Annali di Matem., serie III, vol. 2.°, pag. 295, 
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FO, F3) di Nôrer (*). A proposito di questi punti Néruer osserva (**) 
che die Singularität der Flächen F® und F® als aus zwei benachbarten 
einfacheren Singularitäten — einem gewöhnlichen Doppelpunkt, und einem 
Selbstberührungspunkt — zusammengesetzt aufgefasst werden kann. Talı sin- 
golarità dunque, come anche direttamente si scorge dall’esame delle equa- 
zioni delle F®, FS), sono comprese fra quelle che abbiamo indicato con I, 
(a questo scopo occorrer& tener presente la prima Nota del n. 19). E facile 
quindi trovare, fra quelle ora determinate al n. 20, le superficie del profes- 
sore Montesano (***), il quale le ottiene come trasformate di altre (di 3.°, 
4.° e 5.° ordine) di cui è nota la razionalità. 

I due metodi sono quindi essenzialmente distinti; ed i vantaggi dei due 
procedimenti sono chiaramente espressi nelle parole seguenti del prof. Mox- 
TESANO (****): « Questo metodo (*****), mentre sembra il più addatto alla 
determinazione completa dei vari tipi di superficie omaloidiche di 5.° ordine, 
limitando il campo delle ricerche occorrenti, non fornisce immediatamente la 
dimostrazione dell’effettiva esistenza dei tipi riconosciuti possibili, nè dà fa- 
. cilmente la loro rappresentazione sul piano, la quale invece discende con la 
maggior semplicità dal procedimento da me tenuto. » 


(*) NöTHER, Ueber die rationalen Flächen vierter Ordnung. Math. Ann,, 33. 
(**) In nota al § 2 della sua Memoria ora citata. 

(***) Per la superficie di 5.° ordine « dotata di un punto triplo O, a cui é infini- 
tamente vicino un punto triplo O’, al quale segue una retta tripla r" », che il prof. Mon- 
TESANO ritiene razionale (cfr. la chiusa della sua seconda Memoria citata) osservo che 
trasformandola colla trasformazione del n. 2, ponendo il punto base isolato di questa nel 
punto triplo di F,, si ha una superficie di 7.° ordine, avente un punto quintuplo ordinario, 
isolato, una conica doppia ordinaria, ed un punto triplo a cui segue una retta tripla infi- 
nitesima. Questa superficie ha py = 20 — 10 — 7 —7 = — 4, per cui non è razionale, e 
quindi neanche la F,. Questa sarebbe invece razionale se la 7” fosse doppia soltanto per 
essa, pérchè conterrebbe un fascio di quartiche razionali, giacenti nei piani per la retta 
00'; e sarebbe una F,(IV,). (Cfr. anche il n. 10 della Nota citata del prof. MonTESANO, 
Su alcune superficie omaloidiche . . .) 

(****) Le superficie omaloidiche di 5.0 ordine, pag. 2. 
(*****) Cioè quello seguito nel presente lavoro, 
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Sulla deformazione di una sfera elastica 
isotropa per dati spostamenti in su- 
perficie. 


(Del Prof. Giuseppe LauricELLA, a Catania.) 





Nena mia Memoria: Equilibrio dei corpi elastici isotropi (*) nel risol- 
vere il problema della deformazione di una sfera elastica isotropa per dati 
spostamenti in superficie, avevo dovuto risolvere lo stesso problema nell’ ipo- 
tesi che una delle componenti gli spostamenti in superficie fosse eguale al- 
Pinversa del segmento variabile che congiunge un punto interno alla sfera 
con i punti della sua superficie e che le altre due componenti fossero nulle. - 
Ora ho potuto osservare che, il metodo ivi adoperato per risolvere questo 
problema ausiliario, vale senz’ altro anche per il problema generale. In questa 
Nota appunto, occupandomi del problema generale (**), ripeto quel metodo 
quasi alla lettera, ottenendo in tal modo, con calcoli notevolmente semplici, 
le formole di risoluzione [form. (2)], le quali, nel mentre non differiscono es- 
senzialmente da quelle dal prof. Aumansi (***) (credo, le più comprensive che 
siano state date sin ora), si presentano sotto una forma che può interessare. 
È notevole il fatto che le medesime formole [form. (2)"] valgono per il pro- 
blema relativo allo spazio indelinito limitato da una superficie sferica, quando 
in esse si muti lo 0 in co. 

Come applicazione delle formole trovate, dò gli sviluppi in serie di 
funzioni razionali, intere, omogenee delle componenti la deformazione di una 





(*) Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa; vol. VII. 
(**) Effettivamente io qui mi limito, come per amore di brevità può sempre farsi, 
al caso in cui due delle componenti gli spostamenti in superficie sono nulle. 
(***) Sulla deformazione della sfera elastica. Mem. della R. Acc. delle Se. di Torino; 
Serie II, tomo XLVII. 
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sfera elastica per dati spostamenti in superficie, e gli sviluppi in serie di fun-' 
zioni razionali, fratte, omogenee delle componenti la deformazione di un corpo 
elastico indefinito limitato da una superficie sferica pure per dati spostamenti 
in superficie. La possibilità di questi sviluppi è stata dimostrata di già dal 
prof. SomeLiana nella sua Memoria: Sulle equazioni dell’elasticità (*); ma la 
deduzione degli sviluppi stessi proseguendo nella via ivi iniziata offre, a pa- 
rer mio, molte difficoltà; mentre che ho potuto qui ottenerli con molta rapi- 
dità dalle formole di risoluzione sopra notate. I detti sviluppi potrebbero ot- 
tenersi ancora servendosi degli sviluppi delle componenti normale e tan- 
genziali della deformazione dati dal prof. MARCOLONES (**); ma i risultati 
verrebbero troppo complicati. 

1. Sia c una superficie sferica di raggio R e sia f, una funzione ar- 
bitrariamente data dei punti di o, la quale per altro soddisfi alle condizioni 
richieste per |’ esistenza di una funzione 9,, che risolva il problema di Dı- 
RICHLET relativamente alla sfera di raggio R e che nei punti di o coincida 
con f,. Scritte le equazioni indefinite dell’equilibrio dei corpi elastici isotropi 
sotto la forma (***), 


D 
DI 


XEtk 


| 
| 
A 


SD © 
DI CS 


a A ROTOR | 
Mtn + kx =0, (0-7 + +52] (1) 


ANG ch ha A) 


(k dipende dalle costanti di isotropia, x, y, 2 sono le coordinate dei punti 
dello spazio riferito a tre assi cartesiani ortogonali con l’origine nel centro 
della sfera), volendo determinare le funzioni &, n, & in modo che nei punti 
dell'interno della sfera soddisfino alle precedenti equazioni e che nei punti 
di o sì abbia. | 


ef, n=0, 6=0, (1)' 
si ponga: | 
Emq Hé, nen, te (2) 





(*) Annali di Matematica; Serie 2.*, tomo XVII. 
(**) Deformazione di una sfera isotropa. Annali di Matematica; Serie 2.*, tomo XXIII. 
(***) Come può sempre farsi, si suppongono nulle le forze esterne. 
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Allora si dovrà avere nei punti dell’interno della sfera: 
1 04 
2 I “ ae 
MELLE et 


LEN Bacone un 20% 
tata 





0 0 
2 5 a 
AC ed: 
e nei punti di o: 
En N). 


Indichiamo con 9 i valori che la funzione 9 prende nei punti di 5, con x, 
y, z le coordinate dei punti di o; e poniamo ancora: 


=> 


5 " k , 11 I yl like 
PE 00 no Vai gel. (3) 


Q 


Si verifica immediatamente che basterà determinare le funzioni £”, n°, ¢ 
in modo che nei punti dell'interno della sfera si abbia : 


A? ah > A? y' Ber A? Di pd 0, 

nei punti della superficie o: 
wll k ’ ! ri k 4 (4 r 

& Et n am LE A 


Si avrà allora, indicando con p il raggio vettore che dal centro della 
sfera va ad un punto qualsiasi di essa, e con r il segmento variabile che da 
questo punto va ai punti di o, 


ieee x’ 0° == y 9° 
k R—p Ale: ae va a ig Ae dr 











e poichè la funzione 9 è armonica, si avrà ancora: 


Der: eo 
Bir E pio. (4) 
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Sostituendo nelle (3), otteniamo: 


» k° Re f(x --x)0 ono AS MT a) 
ee en a a 





ART) 4rR | 73 da, 
e posto: 
- 6 
H—=|—ds, (5) 
si avrà ancora: 
i bo Rie 9 AN k Roe BH 
T9. A ROMO gi Tee | 
3 (3) 
' k RUES 0 H 





2 AnR 002. 
2. Dalle precedenti formole risulta, osservando che la funzione H è 
armonica, 


e dalle (4), facendo uso della (5), 
4nR6=H+2pÎE 





quindi, posto t = 5 Dn) > avremo per la funzione A l’equazione: 
Hr 0 
pg, +IH=4nRt75; + 008 
e per conseguenza: | 
H—arRtpt|[ sde 4 (7) 


con C costante da determinarsi convenientemente. 
Avendo riguardo ai limiti entro cui variano i valori che possono assu- 
mere le costanti di isotropia, risulta: 


tel: 


allora, osservando che nei punti dell’interno della sfera la funzione 9, é finita 
insieme alle sue derivate dei vari ordini, dovendo la funzione H essere finita 
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anche per p= 0, dovremmo fare nella (7) C=0. In questo modo si avrà: 
Ha Sah tare Eito 
p ae pP} 
0 


e, integrando per parti, 


MSA a —An Be) 








dx 


Derivando ambo i membri di questa formola rispetto ad x, otteniamo 


un'espressione di = » dalla quale risulta ovviamente: 
0 H 
t+1 en 
(e à dx la 0. (8) 


Noi non ci serviremo di tale espressione di Ta ber sostituirla nella prima 


delle (3), troveremo invece un'espressione più semplice, procedendo nel se- 
guente modo. 
Deriviamo ambo i membri della equazione (6) rispetto ad x. Si ottiene: 





OH , x dH Greg es. 0? qu. 

Wee a EPC 
e poichè: 

GOH _ddH 10H, x dH 


dp dx dx dp RCE MAT 
risulterà: 








0 H d CM Py À. 0? i 
(és) EDER ae hk 2) 
e quindi: 
0 H : d oH 0? 91 
Gerne: er Te An hip > 
ossia: 





Di qui, integrando e tenendo conto della (8), risulta: 


OH 
tet 
rss a AT hr 


dn 





pt d p. 
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Similmente si può scrivere: 


att sr 2e ode, 


0H jus 


hr hr 


t+1 





pid p. 


OL eee 2 


Cra 9 dy 9 7 nelle (3), le ( ( 2) di- 


Sostituendo le espressioni trovate di 
vengono: 


sal u 
k (R? — p°) Om , 


Sierre dome 
u 





== flat ona eri E) de]ao, 





È 
LAO 2 
ERE 








7 3@+Dpt ] Tady? 
e (2) 
NE pt if k 0? R? — o: 
= leo ford Ga 
= u pt) er: 9 
I 2(2-+ k) Je EYE y ‘dp= 





= E x J hls Ne ee Je (Et) de] do. 


Se invece del campo finito racchiuso dalla’ superficie sferica o, si trat- 
tasse del campo indefinito limitato dalla medesima superficie sferica, indicando 
ancora qui con 9, la funzione armonica in questo campo che nei punti di o 
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coincide con la funzione f,, calcoli perfettamente analoghi ci darebbero: 


k(R°— p° Oo x | 
ue 


Je 0? R? — gp? 
I —_ lo) 
“ae hls team )P | y3 \aela - 


o 


= pi + 








| 0? 9 ARE 
2 (2 + k) pt+s axdy © di 

(2) 
ee — 














0? licia 
IFR let lea pe dela 
k(R—p) [89 
A _k(R°— e * Ou ia 
oa 2(2+k por | anda de 


Q 
= k 0? [R? —¢? ‘ 
rfi rom Jean 73 \aelaz, 


nelle quali p & il raggio vettore che parte dal centro della sfera e va ad un 
punto qualsiasi dello spazio indefinito limitato da o, 7 il segmento variabile 
che parte da questo punto e va ai punti di o. 

3. Si ha, come è noto, per i punti dell’interno della sfera di raggio R: 





ce ; CO 
= Zn p” Ys = An ba, 


per i punti dello spazio esterno alla sfera di raggio È: 


LC Porro le 
7 2 1 Z 2n 1 
dove: ı Y'— ola fda, ur, "fe. fda (9) 


e dove P, è la nota funzione di Lrcenpre; e poichè è applicabile la deriva- 


oO 
zione per serie fino ad un ordine qualsiasi alla serie N. V, nei punti del- 
0 


oo 
l’interno della sfera di raggio R, alla serie Yn V. » nei punti esterni alla sfera 
0 
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di raggio R, così le (2), (2)" 


















































si potranno rispettivamente scrivere: 


Q 
a (R? — 0?) + 0° Vin ; 
SEN Nr t À = 
Tae hn ran, ee 
BR IN), t 
Le Pa + se Do tt ele 
D BA k(R°— p°) 0° Vn t DU 
Pee NET: lie dp 
i Oy. 
— Ÿ, k (ie a P_ 7) 0° Va td | 9 
A QI Re) pes dedy P 
A k (R? — 9) he Me ers 
fs 2(2 + pt an 55g gh th 
oo (R? 2 ° 9 V 
¢ HAS v Fler} rn t à 
TELI MEET DI wag) | 
0 
R 8 k (R? — 0) \ 0? Vr 
FD. 
ri a ta@pppe. (3 In De = ptdp 
Losi k (R? — p°) ‘2 V-n 
= Zn Blase dx pd» 
an, k (R? — p°) VY TN + | 
ra 2 (2 +- SAT de 
i rg 
ao (LCR 0) Vr 90 : 
= ETC eer | 
k(R—#) (8 ave 
c= 2) m Von ug, 
| 2(2+ het Jo Orde" 
AE SS er 
22 4k) ott J Oroe PP 
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Ora si ha: 


0° Vn 0° 24% 1 











dr oe Oe Don ER “Ay = pur Dia RAS ; 

0? Va 27 ’ 7 0? V-n 1 7 "n 

Oudy Bevis ° Day Yn, dxdy pit D'oyt n 
) ) 


RONN Den Day X ne; + servono 
ad esprimere le operazioni che vanno fatte rispettivamente sulle funzioni sfe- 
riche Y'n, Y x in conseguenza delle derivazioni indicate ai primi membri 
delle formole stesse; e si ha ancora: 








e Q 

i 0? Va De pa ' ! i n+t-2 A FETE Des Y n 

| aa dp =DewV'n | 0 bandana, td 
0 0 

| i 

A È 7 „ 

at: Po td D' y" dp I. 1 D ae Yo n-1 
| este Ste Le nt gtd pes EP 


. | ' | , . 
di modo che le (2), , (2)", potranno ancora scriversi: 





ey co 2 i k (R? — 0?) . D'eo Y'n 
= Xn p dea 

= n r 1—-2¢ Ge i * = 
= Amp Pn too (Ce 1) Das Y'a] 





re si 1 24 21 I 5 D xx Y'nte ar: Les ee | | 9 si f 
=e mph Ya + 9 | n+t+1 n—+t—1}) (2) u 


N 1 Ze 2 t (= . D’ay Yen u D'xy pe | 2 
2 





| 
che 8 
a 


ntt+1l nb 6-1 


SS 1— 2: DB . D’xz Y nts D' xz Vin E 
DIA seo |: 
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= il x k (R? — p?). Desert, al- 
ZN u Enz 2(2+k)(n-t+2)p° 
SOI # 1— 2: I : a 
re 
AE | 1 —2t(D'ro Yin E Dan Yous 
— re uw — e e e] e |] eee e 9 
ee Yan + 2 CE n — 1 1 )\ 
+ Day Y n 1s D' zy _— 
4 D NE — n —t 4 
o. lil 84 (Dias Tnt R* Dior Vas 
gi 2 fe nt ) 
con 
D «x Y'n i Day Y'a = Da: Y'a cani D x Vn-s aa Day Y'n- pe 
a= DE, ns UL ele ee 
4. Dalle (9) si ricava facilmente, derivando sotto il segno, 
/ 1 — 24 i? . D' vx Vos D oe iY a = 
Yat 2 ( nt 431 et) 
2n +1 1—2¢/2n+4+5 Dian Piss D'aee i alia 
= inps) ous (e cda 
1 — =(= . D' XY YA ‚nt? En D vy Y'n | En 
2 n+t+1 n+i—-:r)=> 
2n +1 1— 2: 2n+5 D' xy Pass D' xy Pn )| 
ciali Be Aes Nee 


+ (Re am I nn 





n+t-1 


L 2 > . L_2 . 
R: . Digs — | 








n—t-+2 n—t 
Anz 1 1—2¢/{ Dex Pn TN SD ES 
Re | | P pio [wen be ALE oO fay 
An. fi nt 2 \n—t+2 2n+1 net do 
d'a Yn__R. Day ee se 
2 n—t+2 n — t u 
1—21/ D''xy Pn 2n—3 D' xy Pn- = 
n-i 2 pee (Sar ee ESSO Se See ee = 
AT - R Jats Fer: 2n+1 n—t do— Vus 


(9) 
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Scritte le (2),, (2)",, nelle nuove forme: 











co co © RS) 
% ’ ’ ul 
= Sap n= In Un, n= dnp" 0n= din Va; | 
0 0 0 , 
¢ 
=: rs (2) Hi 
Y 
<= Din pWn == Yin ER 
0 
CO Lt oo rr 
\ Un à 1 ÙU n "a 
E Din nyt = n Cena n = Din ni Seat Fr, 
0 p 1 0 p 1 tI 
SH; à (2) ru 
dati 4 Ww FE 1 W 
n > pn+t ci “3 


le formole (9) vengono a costituire una estensione, al caso delle equazioni 
dell'equilibrio dei corpi elastici isotropi, delle formole (9). 

Osserviamo che alle serie (2)',4, (2)'1, come a quelle da cui esse di- 
pendono, è applicabile la derivazione per serie fino ad un ordine qualsiasi 
rispetto ad x, y, 2; che le Un, Vn, Wn sono funzioni razionali, intere, omo- 
genee di grado n nelle x, y, 2, integrali delle equazioni (1); le U-n, V-n, 
W_, sono funzioni razionali, fratte, omogenee di grado —n nelle x, y, 2, 
integrali anch'esse delle equazioni (1); e che è coefficienti wn, vn, Wnj Wn, 
vn, W'n sono esprimibile mediante i valori degli spostamenti alla superficie a 
della sfera. 


Catania, Luglio 1901, 
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Sur une classe de séries infinies analo- 
gues à celles de Schlömilch selon les 
fonctions cylindriques. 


(Par Niecs Niecsex, à Copenhague.) 


Da deux Notes que j'ai eu l'honneur de présenter à l’Académie Ro- 
yale des Sciences et des Lettres de Danemark et qui viennent d’être publiées 
dans les Bulletins (*) de l’Académie j'ai étudié la série infinie 


S—00 (— 1)s-! dl 


Do) (2) 
= (er | 


et quelques autres séries déduites de celle-ci et dont les sommes possèdent un 
nombre de propriétés assez remarquables. Cependant ces recherches ne don- 
nent aucune information sur la nature générale des séries selon des produits 
de deux fonctions cylindriques, séries qui peuvent représenter aussi, comme («), 
le zéro dans un certain intervalle et que j'ai étudiées dans une autre Note 
récente (**). 

Le Mémoire que voici est destiné à approfondir cette question, intéres- 
sante en elle- -même, mais qui l’est particulièrement à cause des résultats re- 
marquables Klare à la somme d’une telle série. En effet, la somme susdite 
se présente exprimée sous forme finie à l’aide des BRAS elliptiques com- 
pletes ou à l’aide des intégrales hyperelliptiques selon que nous supposons un 
paramètre égal à un nombre entier ou à un nombre rationnel seulement. 

En outre j'ai trouvé un nombre de nouvelles formules intéressantes con- 
tenant les fonctions cylindriques ou plus généralement les fonctions entières 
souvent dites intégrales besséliennes. 


x 


(*) 1899, p. 661-665; 1900, p. 55-60. 
(**) Mathematische Annalen, t. 52, p. 582-587; 1899. 
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Remarquons encore que les formules générales déduites dans les sec- 
tions I, II prouvent la vérité de l'hypothèse que j’ai énoncée dans la pre- 
mière des Notes susdites, savoir qu’il est possible de construire d’autres fonc- 


tions plus générales que J (x) el qui fourniront des développements nouveaux 
du zéro. En effet, les séries infinies que nous avons à étudier représentent 
généralement des fonctions discontinues dont la plupart possède un domaine 
d’invariabilite (Invariabilitätsbereich). 

Du reste, il est bien remarquable que la tranchante dissidence connue 
pour les séries de la forme 


r 





Sy cos sm ST sins @ (6) 
/ ? POT 
Fooly NE s=1 SPF! 


et quelques autres d’une forme analogue, selon que l’entier p. désigne un 
nombre pair ou impair se continue opiniätrement dans les séries plus géné- 
rales que nous avons à traiter ici. 


L 


FORMULES FONDAMENTALES RELATIVES AUX FONCTIONS GÉNÉRALES : 


F (x) ={ cos (wt) Gaz, 8 (e) = [smart ae. 


$ 1. Supposons que x soit une variable complexe, tandis que f(£) dé- 
signe une fonction, généralement imaginaire, de la variable réelle qui peut. 
s’écrire sous cette forme 


f(E)=R+73, 


R et à étant deux fonctions réelles, de manière que les deux intégrales 


Erna; sae 3 dé, 
0 


sin È sind 
0 





où a désigne une quantité réelle finie, se décomposent dans une somme des 
intégrales de DiricHLET. 
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Cela posé, il est clair que les deux fonctions 


F(x) = (cos (#8) f(8) di, 


(x) [sin (w 2) f@) dé 


où a désigne une quantité positive finie, seront des fonctions entières de x, 
dont les séries de puissances se présentent immédiatement sous cette forme 





F(x)= a +," tar +. = Zu, (1) 
F(a)=b rx + bas + bg a+... = Las, (2) 
où l’on a posé 
dn = Se J Em f(E) dé, (la) 
EL) en+i 
ban DJ fede. (20) 


§ 2. Il existe quelques autres représentations analytiques de nos deux 
fonctions F(x) et & (x), représentations que l’on obtiendra en prenant pour 
point de départ les formules bien connues 














cos pro — MES (> = Ser +) ces su), (a) 
sinpo = ML} 1): (—- LA (6) 


qui sont valables dans l’intervalle —z<w<-+7, les valeurs limites étant 
exclues pour la formule (6); » désigne toujours une quantité finie quelconque. 
Posons maintenant dans ces deux formules y=% et » =z, multiplions les 
deux membres par f(£) dE et intégrons ensuite terme à terme de ë—0 à 
É=a, ce qui est permis, nous aurons respectivement ces deux formules nou- 
velles : 


SiNnTx LA aan er (3) 
er 





3 (za) = . & (sz), (4) 


sin 7 0 
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qui sont valables dans l'intervalle — r < a 2< 4-7, tandis que x désigne une 
quantité finie quelconque, réelle ou imaginaire. Les séries (3), (4) se présen- 
tent sous une forme très elégante pourvu que a ne soit plus grand que 7, 
car dans ce cas on peut admettre z= 1. 

A l’aide des formules analogues à (x), (8) 


























sin2ur 1 
alora ee 0) 
ki Dr DEEE | 1 urs ze \7 

| av tu tesi ops ”) 

= sin? g gf SD di Up, > SADE | 

. 9 
ee te | 1 Fio eli 

27 SE (Ue ET yf 


valables dans l’intervalle 0 Low << 27, on aura de la même manière, après 
une légère modification 


s=+% 
reotrxf(zx)+rÿ(zx)= % EL (3a) 
rcotrzd(er)--rF (er) = Di ji =, | (4a) 


pourvu que 0<a2<2 7. 
On généralise aisément les quatre formules:(3), (4) en appliquant l’in- 
tégrale 


[e@ared:, 


p(u 0) désignant une fonction développable en série de Fourigr qui procède 
d’après les cosinus et les sinus des multiples de l’angle réel w. 
$ 3. Développant les deux membres de (3), (4) selon les puissances 
ascendantes de x, ou aura, en égalant les coefficients Ana la même puissance 
de x, ces deux formules ee 


s— 


ae p=n 
2 hoa Jans = -F(sa)= À Gon-3p + Up) (5) 


en (— 1)s-! N 
È en 8 (82) = % np: tip (6) 
= p= 


(= 
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où u et v désignent les termes correspondants des séries (1), (2) si nous y 
posons 2 au licu de x, tandis que l’on a posé 
Ter LA 1 


> To — ee 
s=1 sr 2 





r 


r désignant un positif entier. Les deux formules (5), (6) sont valables aussi 
pourvu que 








—1T<G2< HT. 
A l’aide des formules (32), (4a) on aura de la même manière 
s=x F(s 2) p=n—1 IM 
> (s = Di San op + Usp SE Fa (x Ven -1 — Un), (5a) 
s=1 $8 p=0 = 
S—=00 3 s2 p=n—1 ie TE. 1)” 
> Fee) Te Se op + Vapri À ( (7 Uan — Vins) 4 (6a) 
a we p=0 2 


qui sont valables dans l’intervalle 0<az<27; s, désigne la série obtenue 
de 6, en y supprimant le facteur (— 1)*-! figurant sous le signe 3. 

Les quatre formules (5), (6) peuvent être démontrées aisément aussi à 
l’aide des series trigonométriques bien connues. On aura en outre par ce pro- 
cédé les deux autres formules analogues suivantes : 


SI FRS + Del _ Fy 








#20 CEL aan ppt Up; (55) 
5) (— ae i Le 1) 2] à RN MEL RTS (6) 
qui sont Ne dans l'intervalle — 5 <az< + >? et où l’on a posé 
peu Ti el} 1. 


2 @s +1” 


Multiplions encore par sinzz les deux équations (3), (4), développons 
les deux membres selon les puissances ascendantes de x, nous aurons les coef- 
ficients dyn, bony, écrites comme des fonctions linéaires d’un nombre limité des 
séries infinies figurant au premier membre de (5) et (6). 

Les sommes des six séries infinies traitées dans ce paragraphe repré- 
sentent des fonctions discontinues. En appliquant la méthode expliquée dans la 
section II, on pourra trouver les sommes en question pour une valeur réelle 
finie quelconque de l'argument 2. Or, les expressions ainsi trouvées, contenant 
des intégrales définies, ne présentent généralement qu’un intérêt médiocre. 
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A . . . . . . a a 
§ 4. Etudions maintenant les séries infinies qui correspondent à (5), 
(5a), (6,) pour n= 0. En premier lieu, prenons pour point de départ la for- 
mule élémentaire 








cos U — cos 24 —- COS 3 u —.---+ (— 1)" cos nu — a ae 
2 1 | 
(— 1)" cos — = u (x) 
U 
2 COS — | 
‘2 


nous aurons, après une légère modification de l’intégrale définie ainsi obtenue 








ERI DI 1 
ID F(x) => FO)— | 
pe FESTE ai © 
= | 4 f(=)ae. | 
DR. È (al 3% 
0 war | 


Cela posé, faisons croître A l’infinie le positif entier n, nous aurons, en 
è) ? ? 
vertu du théorème de DirICHLET: 


D CIF (=. FO, (7) 


formule qui est valable dans les intervalles 
— r<ar<0, 0O<ax<Hr. (7) 


Dans le cas exclu, où x est très petit, la série qui figure au premier mem- 
bre de (7) aura généralement une somme indéterminée oscillante entre les 
deux quantités 0 et Æ(0). 

Supposons maintenant aw situé hors de l'intervalle (y), savoir 


By—l)r<ar<(29+1)r, 


il faut trancher à l’aide des intervalles très petits les multiples impairs de x 
situés entre 0 et aa. Cela posé, nous verrons, en vertu du théorème de Dr- 
RICHLET, que notre intégrale prise sur les intervalles qui restent donnera tou- 
jours zero ; l'intégrale prise sur l’intervalle enfermant le point critique (2 p — 1) 
deviendra au contraire 


TL 


Jp =— 2 (PS) @ 
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Dans le cas particulier ax =(29 —1)7, la limite supérieure de notre 
intégrale est un point critique elle-même, ce qui donnera 


- 


v 


Jq = — 5 f(a). 


Pour x négatif notre intégrale peut être traitée de la même manière, de 
sorte que nous aurons généralement 


Se cue gree pot. Fp (rd, 
EV F6)-z 70-5 al | (Ta) 


où 
(2q—1)rS|ae|<@q+1)x, 
et où l’accent après le signe x indique qu’il faut prendre la moitié du der- 
nier terme, pourvu que |aa| soit égal à (29 — 1)z. 
Appliquant ensuite la formule déduite de («) en y posant 7 — u au lieu 
de «, on aura de la même manière 


SFo2=-—ZFO+RSO, (3) 


pourvu que O<ax<2r; pour x=0, la série infinie correspondante est 
généralement divergente. Dans le cas générale 
2qr<lax|<(2q+2)r, 


on aura de même 


E Fea) --FFO+ 5 Peer (8.) 





| x | 
où l’accent après le signe £ indique qu'il faut prendre la moitié des termes 
qui correspondent à p = 0 et à p—q pourvu que |ax| soit égal à 2qr. 
Enfin, la formule 








sin # — sin 3 # + sin Du —... + (— 1) sin (2 n +- 1) u — 
Sig n Sin (2n + 2) w 
AT à) 2 COS u 


donnera encore 


> (— 18 (2s +1)2)—0 (9) 
pourvu que — DI <ar<-+t 33 et généralement 


S (— 193 ((2 a) 2) = =. Di (— De (Fr) (9a) 


s=0 | 2 x | 
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où l’on suppose | | 
(2q—1)n<|2ae|<(2q+1)z, 
et où l’accent désigne qu’il faut prendre la moitié du dernier terme, pourvu 
que | 2ax|—(2q —1)r. 

Donnons encore ces deux formules intéressantes: 





Fe n v Ts 
Na, Fles+n2)-7r0, — rare 
SRI. ni T 

Es 8 (@st)2}-F FO, O aio (10) 


. . A wv . 
analogues aux formules bien conues qui developpent Fa selon les cosinus ou 


les sinus des multiples impairs d’un angle réel. 

Les sommes des trois séries infinies figurant dans les formules (7), (8), 
(9) sont aussi des fonctions discontinues de la variable réelle x. En effet, 
faisons varier x, les fonctions en question sautent. brusquement quand x sur- 
passe un multiple impair de x, un multiple pair de x ou un multiple impair 


(FES : + N 3 ui È - ; 
de respectivement. Dans l'intervalle depuis ce point critique jusqu'au point 


critique suivant nos séries représentent des fonctions continues mais différen- 
tes de celles qu’elles viennent de représenter dans le domaine de continuité 
(Continuitätsbereich) précédent et ainsi de suite. 

Les séries (7), (9) possèdent en outre la propriété remarquable d’avoir 
un domaine d' invariabilité (Invariabilitätsbereich) dans l’intervalle depuis | 


2 LI , . T . « n 5 
— x jusqu'à + x ou depuis — = jusqu'à +-- respectivement. La valeur 


constante de la somme de la dernière série est toujours zéro; c’est la même 


chose pour la somme de la première série, pourvu que F (0) soit éyal à 
zero. 
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EL 


FORMULES FONDAMENTALES RELATIVES AUX FONCTIONS GÉNÉRALES : 


£ 2 
© (x) = | | sin (x cos a sin }) f(w, s) do de. 
0 


§ 5. En faisant sur la fonction f(», 9), regardée comme fonction de 9, 


les mêmes hypothèses que nous avons expliquées au $ 1, et en supposant en 
outre que l'intégrale double 


| [Fe gdgda 


ait un sens, on verra que les deux fonctions 


=r 
(= | J sin @ cos 0 sin 9) f@, )doda 
0 0 


sont aussi des fonctions entières, analogues à / (x) et 3 (x) respectivement. 
En effet, il est évident que dans les formules démontrées aux $$ 2, 3 nous 


pouvons toujours mettre G(x) et G(x) au lieu de F(x) et & (x) respective- 
ment. Cela posé, nous n’avons qu’à étudier les séries analogues à celle du § 4. 
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Or, appliquant la même méthode, on aura ici: 


LN (a = 760 





FES 
2n +1 i 
(ema cos | —— % COS w sin 9 
es 4 = -f(0, dodo, 
cos (3 COS w SIN o) 
00 





> 


ou bien, après avoir posé p—arc sin | 


= 


x 
x COS 0) 


arcsinus désignant un angle situé entre 0 et 


to| a 


Si) G(sa)— 00) 


TE 








TE XC084° : 
? x Qn 1 o 
e 1" fo, are Sin | COS | a} ( ) 
Race | Le dude, 
2 Va? cos? w — a? hee 
2 
0: 00 


de sorte qu’il s’agit de déterminer la valeur de cette dernière intégrale dou- 
ble si nous faisons croître au delà de toute limite le positif entier n. 

$ 6. Pour présenter ces circonstances avec plus de clarté traçons une 
partie de la courbe dont l’équation en coordonnées rectangles est 


a=% COS &, comme voici: 
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Or, nous verrons qu’il s’agit de trouver la valeur de notre intégrale 
double prise sur aire A O B limitée par les axes des coordonnées et de Pare 
À B de la courbe susdite. Supposons à cet égard que 


(@9—l)r<rx<(2q+ljr, 


q étant un positif entier et fixons sur l’are A B les points C, ©, ... Cy ayant 
les coordonnées 


2 p— 1: 2p—1)r 
PR es em un. Mar Dr 
x 


Sel Ba Aa 7800. 
= p EN 
Cela posé, tranchons les points C, à l’aide des canals étroits dont les 
bords sont des lignes droites parallèles à l'axe Q, de sorte que celles qui 
correspondent au point C, ont les équations suivantes 
(2p —1)7r — dp ; (2p — 1)7 + ep 
SS 2 OND ae ? 
x wv 








Xp 


dp, ep désignant des quantités positives, très petites et destinées à décroître 
infiniment. De cette manière nous aurons l’aire O A B décomposée en plusieurs 
autres, savoir des aires by limitées par ap et « et des aires a, situées entre 
les bords op et apr, (a, entre l’axe Q et «,). Or, il est évident que tous les 
points critiques se trouvent dans les aires hachées 0. 

Faisons maintenant croître au delà de toute limite le positif entier n, 
tandis que les quantités dp, ep s’évanouiront mais de manière que tous les 
produits n dp, np auront des valeurs infiniment grandes. Appliquons ensuite 
le théorème de DiricaLET, nous verrons que notre intégrale double prise sur 
les aires a, s’évanouit, car l'intégration effectuée par rapport à « donnera 
toujours zéro. L'intégrale prise sur dp donnera au contraire 


f (a, are sin ee 

















Te x COS © 
an. ar are (2 nl) xi (8) 
Or, posons 
w = arc sin (Ky B), s=\{1 RCE = eg 
nous aurons 
f (arc sin k, ß, arc sin S| 
gir RE POSER 


; vu—8)A—k F) 


> 
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§ 7. Il nous reste encore d’étudier le cas particulier x —(2 9 —1)7, 
cas où le sommet B de la courbe susdite deviendra aussi un point critique, 
de sorte que nous avons à déterminer la valeur de notre intégrale double 
prise sur une aire très petite située immédiatement au-dessous de B et dont les 


Se ‘ - f Ar: 
limites seront de a=x—e à a =x et de w — 0 à o= are cos| 1 — = , où 


e désigne une quantité positive et très petite, ce qui donnera pour notre in- 
tégrale cette expression 














arc cos — 
x È XL 
f (o, arc sin — | cos (= sa a) 
J EINE 1)” x COS © 2 TATE 
| 2 Va cos o— a? 


COS — a 
2 


z-E 0 
Posons maintenant 


a=(2q—1)r—y, v=aresinkß, 


b=yi-(1—1y, 
x 


nous aurons, en appliquant de nouveau le théorème de DiricaLET. 


1 


ce qui est précisément la moitié de l’intégrale obtenue de (y) en y posant p=q. 
$ 8. Les résultats que nous venons d’obtenir dans les deux paragra- 
phes précédents peuvent être résumés dans la formule suivante: 


1 


aa 1 T Dr D (k 5 
1 6694=700-=.% Ji go OSE 
0 


|x| 20 (1 — 2) (1 — ke?) 








où l’on a posé 


° . 1 seri i? 
g(A, 2) = rl arc sin À 2, arc sin Vio 9 
et où 


2ga—Yr<jel<@g+1)r, 


tandis que l’accent après le signe > indique qu'il faut prendre Ja moitié du 
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dernier terme, pourvu que |x|=—(2q — 1)r. Généralement la série (11) n’a 
pas une somme déterminée pour x = 0. 
Nous aurons de la même manière cette autre formule 








1 
AE in (19 


x 


où 
2gr<|e|<(29+2)a, 


Ip =\/1 - x? 3 


Dans cette formule l’accent désigne qu’ il faut prendre la moitié des ter- 
mes qui correspondent à p= 0 et à p=q, pourvu que |z|= 297. Il est 
bien remarquable que la convergence de la série (12) exige en outre que 
È integrale 


tandis que l’on a posé 





COS © (a) 


ait un sens. Généralement notre série est divergente pour x = 0. 
Enfin, nous aurons 








s=00 : Ve. u PTE TEL 2) 
x_1:0(25+Da)= E: le acct dz, (13) 


2 
p=1 — 1M, 2°) 


pourvu que | 
2q—1)r<|2x| <@ga-+)r, 


PET, NITIDE 


Il est évident que les séries que nous venons d’étudier possèdent préci- 
sément les propriétés expliquées à la fin de § 4; c’est la même chose pour 
les fonctions obtenues par un amoncellement Fatih des intégrations. 

Keularguong encore que nos trois dernières formules peuvent être dé- 
duites aussi à l’aide de celles du § 4 par une intégration. Or, les recherches 
nécessaires sur les termes de reste des séries en question seront précisément 
les mêmes que nous venons d'accomplir. 


( 
tandis que l’on a posé 
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II. 


nv 
APPLICATION DE LA FONCTION II (x) (*). 


§ 9. La fonction de trois variables » 


O x \’+?s 
{Gy x s=00 (— 1) (3) 
I (x) = cos 3 (1 — N 
s=0 sn | 


LE +s+i)r (+541) 4 


qui joue un rôle assez considérable dans la théorie des fonctions cylindriques 
nous présente un exemple d’une portée très étendue de nos fonctions géné- 
rales G (x) et © (x). En effet, supposons que nous ayons à la fois 


R(vFpu>0, ROtp)S>—L (8) 


nous démontrerons aisément ces deux formules remarquables 








n 
7 
, vie N vru—l 
| feos (x cos w sin g) (cosy) . (sin w) cosw da d 9, 





9 \v u,y+1 
Bos, 








(*) Les désignations appliquées dans cette section et dans la section suivante sont 
les mêmes que j'ai introduites dans mon Mémoire récent: Evaluation nouvelle etg. Ce 
Journal, 3° série, t. VI. 
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de sorte que nous aurons dans ce cas: 


v+u-1 
27—1 VFu—1 2 


(1, 2) À 2 (1 — 2°) 
= 9 
LCL — 27) (1 — 2? 2°) 











v + 


(1 — 1? æ) 3 


abstraction faite du facteur figurant au second membre hors des signes d’in- 
tégration. 

Cela posé, on aura immédiatement, en développant le dénominateur se- 
lon la formule du binôme, ces trois formules: 


uw \ 
s=00 (— 1)s- 11 (s 2) 



































221 (= 5 Tree 
te) 
2 cos — (u —v) afr Ue 
da Tu “V PSS par je Ur Very A ke 
1 5% °D . he clit ’ 9 ? 9 > hy]? 
(+) 2] 
ri (5 x) | 
Fee se 1 
2 re = — Eu, v) + 
(e) 
2 cos = (u—»). V7 da 
2C08—(u—7%).WT - x 
+ n 1 SIT tg) 
. dr DE | 
I Kar 5) 21 | 
UNV+1 
Mehr (@s+1)2) 
2 sno] Gi 
2 
sin = (u—»). V7 (14) 
AG [es 3 p= b 
= 2 ; . pi (DE ne 
(+ 3) 2 
5 — {4 1 
Jp (eet OE, +3 m)» 


où F désigne la fonction hypergéométrique ordinaire et où l’on a posé 


316 Niels Nielsen: Sur une classe de séries infinies analogues à celles 











pour abréger 
T 


cos 9 (u — v) 


DES 





Eu, ») = 


y v 








2 r( 
Les formules (14), (143) sont valables pourvu que les conditions (8) soient 
remplies, tandis que (14,) exige ces conditions plus étroites 


RGFu)>1, R(Eu)>O0. (7) 


Il est évident que des formules générales (14) on peut déduire une foule 
d’autres plus particulières dont nous avons à étudier les plus intéressantes. 
Or, dans certaines des formules ainsi obtenues, les deux conditions susdites (8) 
et (7) peuvent être beaucoup modifiées, nous le verrons bientôt. 

§ 10. Posons en premier lieu v=u—2n, n désignant un entier non 


LL 
négatif, nous verrons que II déviendra identique à la fonction cylindrique J (x), 
de sorte que nous obtiendrons par là ces trois formules: 











s=00 Ne Ban (— ı)r 2 im 
Fe | ST A 1 
(3 (e2n+g)lel (15) 
di RER À Fv —n, —n, p—2n+ 5 ; ks), 
p=!) 
u 
A 00) LE (— 1» ax 
PONTE ANS 5 
ER Cos per 
(5) (204 3) Ie (15, 
PID 1 \ 
Vag ic F(u—n, —n, p—2n+—, i), 
p=0 2 
u — 
> (—1)s J[(2 s +1) a] Br (— Lane | 
pv LAS ro ea LA È 
| ; x) P(x On à) x dé) 
Pdl 1 
. N a QE —_ n, —n, p—An——> mi), 
p=1 2 


où l'on a posé 
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Or, je dis que ces formules sont valables pourvu que l’on ait dans les 
deux premières R (u —2n) > — 3 et dans la dernière N(u—- 2 n) >= 


La démonstration de cette assertion peut être effectuée de la manière. 
suivante: 

Fixons une valeur déterminée mais quelconque de x satisfaisant aux con- 
ditions susdites, posons ensuite v = » — 2 ou y —u — 2 n— 1 respectivement. 
Cela posé, appliquons la valeur asymptotique 


Jo = 2 c0s[— 2 + 5 (1 +2) | 


valable pour les valeurs positives et extrèmement grandes de x, nous verrons 
que les termes très éloignés des séries infinies figurant aux premiers membres 
des formules (15) se présentent asymptotiquement sous la forme 


An » COS (— nx + à), 


où les coefficients a, tendent vers zéro quand l'indice n croît à l'infini. Or, 
appliquons deux fois une méthode bien connue (*), nous verrons que nos sé- 
ries infinies en question représentent des fonctions entières de y. 

Quant aux seconds membres des mêmes formules, ils représentent tou- 
jours des fonctions entières de x, pourvu que x ne soit pas égal à un mul- 


tiple de È qui fait les modules %, I; m égaux à zéro, et cela suffit, car les 


deux groupes des fonctions sont identiques deux à deux dans un domaine 
de la partie du plan des u où elles sont toutes des fonctions holomorphes. 

C’est la formule (15) que j'ai étudiée dans mes deux Notes insérées dans 
les Bulletins de l’Académie de Danemark ; elle montre évidemment qu’un dé- 
veloppement de la forme 


2 \" pi 
(=) Sdn J (nx) 
valable dans l’intervalle 0 Lx <7 peut être effectué d’une infinité de façons, 
pourvu que RW) > » de sorte que les généralisations des séries schlemil- 


chiennes données par Louez (**) possèdent précisément cette propriété. 


(*) Voir par exemple M. Picarp: Traité d'Analyse, t. I, p. 231; Paris 1891. 
(**) Studien über die Bessel'schen Functionen, p. 75; Leipzig 1868. 
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Pour la fonction 
3 (x) = D, J (x) — J (x) log 5 


on déduit immédiatement des formules analogues à (15) en différentiant par 
rapport à u. ces formules, ce qui est permis. Nous aurons par exemple 


sE=00 0 
Y(-1'369)=30 Sed, (16) 


sl 


où C désigne la constante d’Evrer, tandis que l’application de la formule (10) 
donnera de même 








0 
eS (— 1% 3 [((25 +1) xl T Te T 
bi + L — rifà e — è 
I 2841 9% a 3*5t 9g (164) 
Appliquant ensuite la fonction de SCHLAFLI 
U (x) = CF (x) —3 (x), 
on aura ces deux nouveaux développements du zéro : 
$00 0 
À (1)! U(sx)=0, —r<rx<+7, (17) 
0 
Tr rn VARA CI aa LD n 
4 25+1 Me i in (a) 


Pour les valeurs plus grandes que zéro du paramètre n les séries de 
fonctions U ne peuvent jamais représenter le zéro dans un intervalle fini. 


§ 11. Posons en second lieu v= 0, nous aurons, en vertu des formules 
générales (14): 














UT 
; 2 COS : 
Tr È sin LT 2 P&=4 cos (u arc Sin kp) 
Noes 1)s-! [1 ae ee en... DA FA 18 
=, | ) (32) 207 |x| | kp : (18) 
p- T 
ay Do ' sinn x it cos — 257 cos (p arc sin Up) (184) 
= — ——— E e A FT nn - ; Ct 
= cr Qpr |x| lo Ip { fi 
AUT 

TO = ar PE (— 1)P-! cos (u. arc sin mp) 
x-t:X(25+b2)- AD . (18) 
s=0 x p=1 mp 
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Posons encore dans (14), (144) » — 1, nous aurons de même 


u 
= (— 1)s-! X (se) _SnpT x 























= 5 1—-p? 47 
Wnt (19) 
sin rat =q 
— SENT. - N sin (u are sin kp) 
Di p= 
lt , 
sr QUE A SALUE MT 
Pon fate: er 
sel 5 bei 47 
RETE (19) 
READE Mat EE 
+ sen x : ee 2 sin (u arc sin lp). 
| I fa 


Ces formules (18), (19) ne sont démontrées que pour des limites assez 
étroites du paramètre u; or, appliquant les deux expressions suivantes : 


LA \ 





5 2cos = 

M(x) = —— | 00s (x cos 0) cos pw do, 
0 
PL (7) 
2sin!® 2 

Dry 2 3 

ee) E. [sin (x cos ») cos wd a, 
0 


on verra que les formules en question sont valables pour toutes les valeurs 


finies de ce paramètre. 
An 2n+1 à 2n 2n+1 
Remarquant que II (x), X (x) se réduisent à J(x) ou à J (x), pourvu 


que n soit un entier, on aura, en vertu de (19), (19): 


. 1 
ae Pei 





2 = sen. She, (20) 
8= - p=l 

1 
Re J(sX x PE 
SD Lyon. VU. (20,) 
“al p=0 


Appliquant en outre les formules 


Mu 2n u 2n-+1 
QD) 2D, X (thin = 1 (2), 
u 2h u 2n+1 
27 Da X (thym = Q(x), 2x Dy TW (Thann = — 2 (0), 
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n désignant un entier non négatif, on forme aisément, en vertu de (18), (19), 
des séries contenant les fonctions 7, Q. On aura par exemple de (19), (19) 
ces deux formules remarquables 


DO _ e 5 ra "| 

pi - ; m DON 2. PS are 008 Fe 27 KE 
D Ola) _ —- = + 2rsgnx. x arc cos (27 =) (21.4) 
s=1 Ss = | È | 


Ajoutons ensuite les formules (19), (194), nous aurons encore ces deux 
nouveaux développements du zéro: 


(28 +1 
à RSR 9; Re 


2n+1 
ve T(28+1) x] 


Poemi (22a) 


qui sont valables tous les deux dans l’intervalle 0<«x<% et pourvu que 
n > 0. 


IV: 


APPLIQUATION DES INTÉGRALES BESSÉLIENNES REGARDÉES 
| COMME FONCTIONS DU PARAMÈTRE. 


$ 12. Les deux formules 


TT 


ft È î 
m()= = | cos (x Sin ©) Cos pw dw, 
0 


. TE 


X(e) == [sin (x sin w) sin pwd w 


0 


u nu | 
montrent que II (x), X (x) regardées comme fonctions de » nous présentent un 
exemple des fonctions générales F(x) et è (4). Appliquons ensuite les formu- 
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les générales du $ 4, nous aurons dans ce cas 


$00 us 0 = 
> (— 1)" II (x) = 3 J (x) — n 5 cos [x sin ers), (23) 





=00 us == 
D I(s) — — 150) + u, cos (x sin 72), (23) 
vi u | p=0 ln 
s=00 (2s+1) 1 P= A : init 
PE GE) = Weve sin (+ EN EL dde) à REPORTS 
[2] Du li 2 p. 
formules qui sont valables dans les intervalles 


2q—1<lu]<2q +1, 

2q<|u|<2q+2, 

2q—1<|2u|<2q+1 
respectivement. 


L'application des formules (10), (104) se simplifie à l’aide des formu- 
les (7) du § 11, on aura: 








u(2s+1) 
~~ (1) IP (2) T 
È, kal ma CG) est hy eh 
cos 9 pr 
s2% ( 1); ke y 0 
x ee x 
Steer ai hl! 2, (24.4) 
ra sin —— p= 


formules qui se présentent sous une forme élégante pour L= 1. 

Supposant dans (23), (23,) u égal à l’entier pair non négatif 2n et 
dans (233) » égal à l’entier impair 2 n + 1, on aura respectivement, après 
une légère modification 


ch 
0 po Meee al . (2p—1)7 
JOH I (- YI @=—- X cos( sin HT), (25) 
Tiempo <2 . pr | 
I) ar 23 À JG) re PP À cos (x sin =)» (25a) 
(2n+1)(2s+1) 1 p=n+1 1 
A Ct (x) RTRT À (— 1)P-' sin [x sin 22 PE); (255) 


où les accents après les signes = figurant au second membre indiquent qu’il 
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faut prendre la moitié des termes qui correspondent aux limites supérieures 

des ces sommations, pourvu qu’elles soient des nombres entiers. Ces trois for- 

mules (25) représentent des généralisations des développements bien connus 

de cosx, 1, sinx selon les fonctions cylindriques. Du reste, elles peuvent 

être  déduites aussi à l’aide des séries de Fourier obtenues pour les deux 

fonctions cos (x sin w), sin (x sin w) et qui appartiennent à JacoBi (*). 
L'application des formules 


IT 
2n 


Q (x) = sin (sin) cos 2nodw, : ay EN 


0 
onti 
1 9 fom (esing)sin@n + Dada 
donnera de mème 
ATL 
7 id a . . — 1) 
ao +2°3 5 MN ioe a, > sin (sin PIE), (26) 
n p= 2n | 
< o ( 9 27 | 
(a) +2 $ Sat. y sin («sin 25), | (26) 
s=1 n p=1 n 
s=70 1 (2n+1) 2s+1) ‘n pant ; (2p—1)7 
NET er RS NE a SN nt |. 
À | 1,2 (x) Fa | 22) (— 1}? cos (sin ieee | (265) 


formules qui sont analogues aux formules (25), et où les accents ont les mêmes 
significations. ; Posant n= 1, on aura de (26,4), (26) une identité et un, déve- 
loppement nouveau de sina, tandis que (264) donnera, pour n = 0, un déve- 
loppement nouveau de cos. rarer |: 

§ 13. Les deux groupes de formules | 99 


= if] 
TL 


| cos (x sin a). w. sin 2 # di, 


| bre RAT) e 


2n SI 
T 


2n+1 9 4 4 È h i | © 
T (x) = u | sin (r Sin &) .w . Cos (2 n + 1) do 
0 : 


fi 





A 


Lit) Jouphat ide Crenle, t°X Vi p. 13; 1836." 7 9 Syn a ef: fa 
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New T | 
A (x) = — 2 | sin (x sin » — “J sin n (= — ») do, 
0 i Eur ; nf Lo 
z | 
M (x) = — 2 | cos fx sin a —"*)sin n (5—- o) do 
0 
montrent que les trois fonctions T (2), A. "@), M (E) ita: des formules du 


même genre, et que c’est la même chose pour les trois autres fonctions 
Qnt1 Qn 2n+1 S 


BEA (x), M (à): i 
En premier lieu, appliquant la formule CRE a), on aura, après une 
légère modification | 


- 








CO 2n(2s-41) x | | | 
(Ya) = ba 
5 (27) 
BES (— 1 (2 n — 2p + 1) cos (x sin dia \ 
we) An? sà È i 4n i 
| anQsHl) PEN py 
poeta @ — D (— 1P-' sin (x sin ni ae Ee 
REZ=00 2n(2s+1) =n 2 — 
D (—1; M (x) = 5 N (— 1}? ! cos (x sin © “ie >=). (275) 
el) Vi p=1 n 


Appliquons ensuite la formule obtenue en ajoutant (7g) et (84), nous au- 
rons de mème 


ti LO = 
dt Er Qn +1)?" 
DEA 5 T 
A . VS (— 1-12 n —2 1) sin (x sin PE): 
s=x 2n+1)(28+1) T p=n } pr 
> pr VAI — 12008 (x sin 2°.) 28 
244 x 2n+1 à | 2n +1)’ (28a) 
i s=x _ (2n41)(281) = p=n | : . pr 
Vv EL DRM) URSS AT oS SR 28 
2 M (x) ini 2 ( 1) sin (x sin PE ’ (285) 


où l'accent figurant au second membre de' (284) indique qu’il faut prendre 
la. moitié du terme. qui correspond a p.= 0, Les développements du: zéro ob- 
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tenus en faisant dans (28), (283) n — 0 sont des identités, tandis que la for- 
mule (284) donne, pour la même valeur de n, un développement nouveau 





dern 
2 
La formule (10) du $ 4 donnera de même 
= 01 À 2s+1 
sita = FJ, (29) 
s=0o (— ])s 2s+1 
NEL Me)=- 100) (294) 


Donnons encore un développement singulier obtenu à l’aide de la for- 
mule élémentaire 
cos (2n +l)u 


: : = 1 
sn2u+sn4u-+.-.- 1 nu —= — cot u — - 
ny 21 + sin 2 2 i 2 sin u 


En effet, appliquant cette identité, on aura immédiatement la formule 
cherchée : 


"S A(z) = Si (2), (30) 


où S;(x) désigne le sinus-integral. 


Ve 


ntu n-p 
APPLICATION DE LA FONCTION J (x) J (x). 


§ 14. La formule 


n+p nu 
J(x) J (x)= af J (220080) cos2 pada, (a) 


U 


où n désigne la moitié d’un nombre entier non négatif, tandis que u est une 
quantité finie quelconque nous fournira un autre exemple des fonctions (x), 
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de sorte que nous aurons immédiatement 


$=00 n+su n-s n 2 D—q 2n CI 7 
Yeo S@OI@=$F(/ «| — pat 27 [27008 eres), (31) 


P= lid 


s=co n+s n su n 2 = n 
» JO A=-3(/0)+ ST (2200522). (31,) 
s= » p=0 py 


formules qui sont valables dans les intervalles 
2q¢—1s|e|<2¢4+1, 
2qS|el<29q+2 





respectivement. 
Appliquant en outre Ja formule (10) du § 4, on aura de méme 
$20 (— 1)s n+(2s+1)u n—(2s+1)u 7 n 2 1 1 . 
Lari © J @ =) —Fsestz 69 


Supposons maintenant dans les trois formules que nous venons d’obtenir u. 
égal à un nombre entier, nous aurons un groupe de formules analogues à (25). 
Dans le cas n=0, p=1 la formule correspondante (31,) est due à 
P.-A. Hansen; elle peut être trouvée dans le livre de Louez (*). 

La formule (31) donnera le développement de 1 selon les carrés des fonc- 


. N. : 1 ; 
tions cylindriques. Faisons encore dans (32) n=0, u = 5 nous obtiendrons 


une nouvelle formule contenaut les fonctions cylindriques dont les paramètres 
sont des moitiés d’un nombre impair. 
Posons encore dans (25) 2 x cos au lieu de x, multiplions par cos2uad a 


D , : \ T . £ . 
et intégrons ensuite de ao=0 à w — 3? ce qui est permis, nous aurons trols 


autres formules analogues à (25). Or, cette application est si facile que nous 
pouvons l’omettre ici; du reste, les formules ainsi obtenues peuvent être de- 
duites aussi à l’aide des series de Fourier que j'ai développées récemment (**) 


u : u ; 
pour les fonctions II (2 x sin @) et X (2 sino). 
n—U 


n+u 
§ 15. Il nous reste encore de montrer que la fonction /(x) J (a) nous 
donnera aussi un exemple des fonctions G(x) et G(x). A cet égard, appli- 


(*) Studien, p. 35. 
(**) Mathematische Annalen, t. LIT, p. 583; 1899. 
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quons les formules 
n 2 
Tm. [oo (x sing) cos2n9dp, 
de | st, 
Tip , " 
=: [eos (w sin g sin (n-+1)9dp, 


AR ni, 


0 


n désignant un entier, nous aurons ces deux intégrales doubles 


sr 
4 3! ç . € 
= | | cos (2 x cos » sin g) cosy o cos 2 n gd edo, 


0 


= 
& 
CE 

| 


‘rly 





SIT) | sin (2 x cos » sin 9) cos u w sin (2 n + Dydqde, 
oF 0 

de sorte que nous pouvons appliquer Bilan, les formules générales 

Or, je dis que la série déduite de la formule (12) n’est cree he 

sip=2r-+1, désignant un entier fini. 


du $ 8. 
En effet, la condition (9) au $ 8 montre que la somme de la serie en 


TT 
2 


question se comporte comme l’integrale définie 





COS | © i 
do, 
COS @ 


c'est-à-dire qu’elle est généralement infinie comme le logan Hing Du reste, 


l’expression asymptotique pour la fonction J (x) donnera pour un veri trés 


pb. Tr 
sin 2 sx 
b> ] 





éloigné de notre série cette expression asymptotique 


n— u cos 9 
A 


STAI 





n+ > e 
| 7 (x) LE = STA 
est-à-dire que la série susdite est généralement divergente comme la série 


harmonique. 
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Le cas exclu, 5 —27r + I, n'offre aucun intérêt particulier, car les for- 
mules ainsi obtenues se réduisent à celles, bien connues, contenant les séries 
(8) de Vl introduction. 


- Les formules (11), (13) donneront au contraire respectivement 


























nti nf sinnr. sin = 
REA a 
NEE ts | le |}, 
Te | x | at CRE =F es al) 
= le ar fe ate n+ SE 
> (1 /[@s +1) 2] J [(28 + 1) 2] = 
| N | (33a) 
= On +1 
Pa) È PES, (— 1)p-! | p (lp, 2) - dz, 
WL pel o Vi— 2) U— 2) 
qui sont valables dans les deux intervalles 
| (2qg—Ir<|2e1< q+), 
Qq—lyr<l|4el<Qq+)n 
respectivement, et ot l'on a posé 
Gp x. (@p—1} a? 
kp = yr ee lo —— 1 rs BETTER ZUR. > 
tandis que 
g°" (A, 2) = cos (u arc sin A 2). cos (2 ñ arc Sin \ | D 
EA ar ul N EEE, 
DE % 2) = (cos u arc sin a ay . sin (2 n + 1) are sin (755) . 
Dan: l'intervalle — E <a eis la série (33) a tet: la somme 


Zéro, RU que i c'est la même chose, pour la série (33a) dans l’in- 


tervalle — = <c—H + et cela aussi pour'n = 0. 
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§ 16. Les fonctions discontinues définies à l'aide des séries infinies (33) 
possèdent un nombre de propriétés remarquables dont voici les plus intéres- 
santes: | | 

1.° Supposons u égal à un nombre entier, pair ou impar respective- 
ment, les sommes de nos séries se présentent sous forme d’une fonction li- 
néaire d'un nombre fini des trois intégrales elliptiques complètes. 

En effet, la fonction <* (A, 2) se réduit dans ce cas à une fonction ra- 
tionnelle de 1 — X*2°. Supposons par exemple n —0 et u=0 ou p = 1 re- 
spectivement, nous aurons 


s=x 0 1 9 2=q 

DICO) EEE F(z; ly} (34) 
> 0 1 QI T 
Y(- IJ [@s+1) 2] IR +] = Nil, FF ly) (34,) 
820 v p=1 


où F(z, i) désigne l’intégrale elliptique complète de première espèce et 
du module A, tandis que 2’ est le module complémentaire, savoir 
X =W1— 2. > 
Supposant encore n = 0 et u=2 ou „=3 respectivement, on trouve 
aussi des intégrales de deuxième espèce, tandis que l'hypothèse n = 1 et x —2 


ou a= 3 nous conduira déjà aux intégrales de troisième espèce. 
Les formules (34) donneront encore deux développements remarquables 


pour la fonction F(z, 2 selon les produits de deux fonctions cylindriques. 


En effet, posons respectivement 














n 37 T 37 
Peery a ra 
nous aurons sans peine 
Ak’ Te 1 — RES AR 
rana 2 Gs Ga) 
8k’? (7 eo 00/9 SA ae 
ti» = V (1). , 
a P(S r) yh) Al = n\J ( ci x) (35,) 


formules qui sont valables pourvu que 


O<h< ES. 
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2.° Supposant u. égal à un nombre entier impair ou pair respectivement, 
on retrouve les formules bien connues contenants les séries (B) de Vintroduc- 
tion. 


, , ° , . D z 
3.° Supposons enfin u égal à la fraction irreductible L , les sommes 


de nos deux séries s'expriment sous forme d’une fonction linéaire d’un nombre 
fini des intégrales hyperelliptiques dont les polynômes figarant sous le signe 
de la racine carrée sont du degré q + 2 ou q +1 selon que p et pair ou 
impaır. 
Pour démontrer la vérité de cette asSertion posons 
À 2 = SIN 0, 
ce qui donnera 


k 
n 
or (À, 2) dz di q olf eee 
Ja — 2?) (1 — 2) _ cos? @ — X? 





d 6), 








f désignant une fonction rationnelle. Posons ensuite 


nous aurons 


ce qui nous conduira immédiatement au but. 


1 1 
Dans les deux cas » = — ou p= — 


à z on retombe dans des intégrales el- 


liptiques non completes. 


Le presbytère de Foens (en Fionie), le 17 août 1900. 


. 
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Sur une classe de polynômes qui se pré- 
sentent dans la théorie des fonctions 
cylindri ques. (Deuxième partie.) * 


(Par Niers NieLsen, à Copenhague.) 





Dans cette deuxième partie de mes recherches sur le polynôme : 


n+1 
R (x) ar ay (— 1)°: (n—s)! (" À He ì 2)” 
s=0 





s! n- 28 x 


je me suis proposé de montrer comment les formules fondamentales de Lomme 
nous conduiront à l'équation différentielle obtenue par M. Hurwırz pour notre 
polynôme. Après avoir démontré cette équation je déduis une nouvelle for- 
mule récursive très remarquable pour le calcul du polynôme R, formule qui 
fait voir clairement la nature flexible de notre polynôme, analogue à celle 
connue pour les fonctions et particulièrement pour les nombres de Jacques 
BERNOULLI. 

Enfin, dans le dernier paragraphe on trouvera une application du poly- 
nôme susdit sur la résolution d’une équation aux différences finies linéaire et 
non homogène, résolution qui nous donnera un nombre de formules contenant 


les polynômes R et les fonctions rationnelles O (x) et S(x) de M. Neumann 
et de SCHLAFLI. 


(*) V. premiere partie dans ce journal, 3.° S., t. V., p. 17; 1900, 
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4, 


$ 1. Eavarıon pe M. Hurwirz. Formunes RÉCURSIVES POUR R (x). 


Pour démontrer que le polynôme R (x) est intégrale particulière d’une 
équation différentielle linéaire et homogène prenons pour point de départ ces 
quatre formules de Lommen qui peuvent être trouvées dans la première partie (*) 
[(9), p. 22; (9a), p. 23; (13) et (13), p. 25], savoir: 


ae—1,n+1 ut+1l,n—1 9 p. un 
(x) +h (x) =— Rh), (2) 
um-i u,n+1 9 1 un 
Re) + RG) =" Rio) (8) 
un un un—1 u+in—1 

Dz R (x) =— —R (a) +R (x) —R (), (7) 

um Yy 2 _u,n u,n+-1 u+i,n—1 
D, R (x) = HAE R(x)—R (x) — R (m). (0) 


Dans la première partie ces deux dernières formules se présentent défi- 
gurées par une faute d’impression, les derniers termes des seconds membres 
ayant en effet le signe +. 

Les deux premières de nos formules donnent immédiatement cette autre: 


u—1,n u+-1,n uy, (uv. + n + D p un +1,n -2 u—1,n+42 


FDP R(e)—R (4) —R &) (D 


qui nous sera bien utile aussitôt. Pour démontrer la formule (1) il suffit 
d'exprimer, à l’aide de (a), chacune des fonctions figurant au premier membre 
et d’appliquer ensuite (ß). 


am 


As: . x . . 24 
Eliminant, à l’aide de (2), la fonction — + R(x) figurant au second mem- 


bre de (9), on verra que (y), (¢) se A sous cette forme plus élégante : 
‚n—1 u+-1,n —1 


Ds R@A+È R=P 0 —R (x) (2) 


(#) Ce journal, 3.° série, t. V, fase. I, p. 17-31, 1900. Je cite toujours cette première 
partie en écrivant dans une parenthèse le numéro de la formule en question et le page 
du volume susdit où elle peut être trouvée. 
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n mae Q un u—1,n+1 u,m+1 


D, R (x) — INA (2a) 


Posant encore dans (2) x —-1 au lieu de u et n +2 au lieu de n, on 
aura, à l’aide de (24), cette formule pi 


u—1,n+2 u—1,n+2 
Ds (E) - Ra )- fr HR"), (3) 
ou bien, après avoir posé u + 1 au lieu de u et n —2 au lieu de n: 
um u+1,n—92 u+1,n — 
Dz E (x) — È (x) | = — — "(RX (2) + R (x) ) . (3a) 


Démontrons maintenant comment les cing formules de (1) à (34) nous 
conduiront à l'équation différentielle cherchée. 

En effet, différentions par rapport à æ la formule (2), nous aurons, en 
exprimant, à l’aide de (2,), les dérivées obtenues au second membre : 


u—1,n u+1,n 
ty UIID, He) —9 Ra) + ER), 
où y désigne le polynôme R (x). Cela posé, appliquons (1), nous aurons: 


nd; vee u—1,n-+2 t+1,n 
gog — (PCED eee ED ya FO. 0 


Différentions de nouveau par rapport à x, nous obtiendrons, en vertu 
e (3), (3a), pour le second membre cette expression : 


9 u—1,n+2 u+1,n—2 9 9 utl,m—2 
—2y ++ EG +2 @ |-AE Fe, 
d’où, à l’aide de (e): 


yA y'+(4— (n +- 1) (n + 2) RE if \ 


x? 

















È E obs ana 2) + ar (ie HER | y a 
9 9 “tla 2 
= R (x) | 
x 


um, . Q > x 3 2 N 
Enfin, différentions encore une fois par rapport à x, nous aurons, a l’aide 
de (33), pour le second membre cette expression : 


2n+2 , 2n(n+1) Ly meee (ice) Rin) 3 
pei ra Mi 22 i y? (2), 





334 Niels Nielsen: Sur une classe de polynômes qui se présentent 








ce qui donnera finalement, en vertu de (¢): 











ni 2 1} +4u (u -N)—I\ „ \ 
y" +2 ; +(4- (AL) di nel \y LS 
4117? u. (ue + SE} VI 
MITE cet cenes ‘\y' + (4) 
PAGES AUS ASSET | 


et voilà l’équation différentielle que M. Hurwrrz (*) a énoncée sans démon- 
stration dans son fondamental Mémoire sur les zéros de la fonction J (x). La 


un x } 
fonction gm de M. Hurwirz s’exprime à l’aide de A(x) de la manière sui- 
vante : 

mn ulm 
gn (2) = (V2). R(2iVa). 

La formule (34) qui nous a été si utile pour la démonstration de (4) 

7,0 
donnera, à l’aide de (y) et en remarquant que les deux polynòmes R (x) et 


vl 
E (x) sont indépendantes de x tous les Se cette autre formule : 


ee 


< 
pin n—1 uni ut+pn—2p 


Ry eye ee > (n-2p+1)F (2) (5) 


qui ne peut pas être déduite à Ré Fe le analogues développées dans 
la première partie (pp. 26, 27). 

Nous avons encore à démontrer une formule, nouvelle que je sache, qui 
permettra d'exprimer le polynôme R(x) à l’aide des polynômes du même 
genre et dont les indices entiers sont égaux à 5 au plus. A cet égard pre- 
nons pour point de depart la formule: 

T(x) Fr x (— 1) È ae + es 1 9 ) HAE 


pl (rs)! 8 x (©) 


(*) Mathematische Annalen, t. XXXIII, p. 251, note; 1889. (Du reste, l’intégrale com- 
plète de l’équation (4) peut s’écrire sous cette forme: 


L t-+-n-+ n ‘ n L n 
vela (ae) ie 3 LI NOE la) ce NE Te YU"), 


ce qui s’accorde bien avec la formule fondamentale de Lomme, voir (y), p. 7.) 
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où r désigne un entier non négatif (*). Posons maintenant y +» au lieu 
de y, nous aurons, d’après une formule démontrée dans la première partie [(10), 
p. 24], cette formule remarquable : 





E (x) sh PE (— 1)r-s U. + m—r—s (9 \s _#m—2r+s : 
ri se à (r — s\! | 8 )(È) R (x), (6) 


où nous avons posé u + 1 au lieu de u. Il est évident qu’une foule de for- 
mules plus particulières peut être déduite de (6). Supposons par exemple que 
le positif entier m, soit égal à 2” ou à 2r + 1, les formules correspondantes 
se présentent sous forme très élégante. 


§ 2. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION AUX DIFFÉRENCES FINIES 


Qn 
er: 


n-1 nt n n 
G(x) + G (x) G (x) + F g(x), n ENTIER. 


LH 
En supposant que G(x) satisfasse à cette équation linéaire aux diffé- 


rences finies : 
e--1 


++ (a), (2) 


ou g (x) désigne une fonction donnée de x et de u, nous aurons [(14), p. 26]: 


p=n-1 #4p w+pm-p—l 


un JTE KE un-1 ul 9 [ 
G (2) = R (2) G()—R() (+ N I@MF (a). (8) 


Ta . , . 
Remarquant en outre que cosur.@(x) satisfait aussi à une équation 
A u 
déduite de (x) en y remplaçant g(x) par — C0sur.g(x), on aura encore, 
après avoir changé le signe de x et supprimé Je facteur commun cos u 7, cette 
autre formule analogue à (6): 
un —u—n u -un-l ud 
(-1r G(w) =P (2) G(x) +B (x) GX) — 
9 p=n—1 u—Pp —ut+tpn—p-1 (8) 
DE Bayer: 


xe p=0 


(*) Ce journal, 3.° série, t. VI, p. 94; 1901. 
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Inversement, la formule (8) au $ 1 montrera immédiatement que la fonc- 
3 i utn . 
tion G(x) satisfait à l'é équation obtenue de («) en y posant p +n au lieu 
de u, pourvu que Ge) satisfasse à (a) elle-même. 

Il est bien remarquable que le second membre de (8) doit étre une fonc- 
tion deu È n. 

| Supposons maintenant u = 1 et mettons n — 1 au lieu de n, nous au- 

rons, en vertu de (ß): 


n a On n—2 BEN p+1 p+1,n- p-2 
G (x) = R (x) G (©) — R (x ) Ge) +=. aa g(x).k (x), (7) 
tandis que (8°) donnera pour p= — 1: 
—n 0,n—1 1 1,n-2 0 \ 
(— 1" G(x) =R (x) G(x) —R (x) G(a)— | 
| (Ta) 
9 p=n— Pm aan 1 


p= 


car nous aurons toujours : 


Cela posé, nous avons démontré cette proposition : 
Les formules (7), (Ta) nous donnent la solution complète de | ga 


aux différences finies (a), pourvu que u soit égal à un nombre entier. G(x) 


el G (x) sont deux fonctions arbitraires de x. 

Dans mon Mémoire: Evaluation nouvelle etc. (*) j'ai donné, à l’aide des 
séries neumanniennes de première espèce, la solution d’une équation particu- 
liere de la forme (a). 

Posons par exemple 


n NT 


g(æ) = 2 cos > G (x) =0, G (x) = 


nous retrouvons la fonction S(x r) de Scuuaruı exprimée à l’aide des polynò- 
mes À [(20), p. 28]. Or, en se rappelant la formule 


nT 
cos? — 





(*) Ce journal, 3.° série, t. VI, p. 106; 1901. 
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on retombe par là dans les deux formules qui se présentent sous forme ma- 
squée dans le beau livre de M. J.-H. Grar (*). 


En remarquant que J (2) et Y (x) représentent deux solutions, indépen- 
dantes entre elles, de l’équation homogène qui correspond à (a), on trouvera 
aisément les formules (7), (7,) aussi à l’aide de la méthode générale de La- 
GRANGE (**) et en appliquant cette formule fondamentale de Lomner: 

utn ares fi uyn—1 


Y (x) I(a) Ya) J (e) = È Rie ), (7) 


où n désigne un positif entier. 


u 


Désignons maintenant par G,(x) une solution, différente de @ (x), nous 
aurons une équation de cette forme [(22), p. 29]: 


G (x) — Gi (æ) = a (a) F(a) +b (a) Ye), (8) 


où æ(x), b (x) sont deux fonctions convenables de x mais indépendantes de n. 
Or, cette formule peut être vérifiée aisément à l’aide de (7), (74). En effet, 
posons dans (8) n=0 et n= I, nous aurons, en vertu de (y): 


= a (x) = GG — G (x) Ya) Go Gi (2) Ya), 





0 CRA 1 0 (8a) 
= b (x) = (6 (x) — @ 6) J (2) —(@(@) — & (x) J), 
ce qui donnera, à l’aide de (y): 
TO +b (a) TG = Re (Win) | 
(9) 


Re) (a (a) — G(x) 


et voilà précisément la formule qu'il fallait de démontrer. 

Supposons que a(x), b (x) soient deux fonctions arbitraires de x mals in- 
dépendantes de n, le second membre de (8) représente la solution complète 
de l'équation homogene qui correspond à (x). Or, mettons : 


Va Tee 
am=t ra, d@)=—2 F(a), 





(*) Einleitung in die Theorie der Bessel'schen Functionen, fase. II, p. 41; Berne 1900. 
(**) Voir par exemple Markorr: Differenzenrechnung, p. 151; Leipsic 1896. 


Annali di Malematica, Serie III, tomo VI. 44 


338 Niels Nielsen: Sur une classe de polynômes qui se présentent 





k désignant un nombre entier fixe indépendant de n, nous aurons, en vertu 


de (7): 


kn—k—1 


a(x) I) +(e) ¥(a)=R (2), @) 


de sorte que cette fonction définie pour les valeurs négatives de n—k—1 
à l'aide de la formule [(6a), p. 21]: 


u,n—-1 u—nn—1 


E (1) —(—1"R (à) =—R' (a), 


représente aussi une solution de notre équation homogène, résultat qui s’ac- 
corde bien avec la forme générale d’une telle solution. 

J’ai traité cette question d’une manière si détaillée pour corriger une 
faute d'écriture qui a echappée à mon attention dans les épreuves de la pre- 


mière partie. La remarque faite au p. 28 nie simplement cette propriété 
kyn—k—-1 


de R (x). 


| ; Pau Ax: 
En prenant pour point de départ la fonction G (ax), « et v désignant 
deux quantités finies quelconques, on peut beaucoup généraliser la formule (8) 
de ce paragraphe. En effet, la fonction susdite satisfait à une équation de la 


u . 
forme (a), pourvu que g(x) soit remplacée par 


y+ u. uty 1 +» 
Eee +5 go). 





Cela posé, appliquons de nouveau (ß), nous aurons, après avoir posé y 
au lieu de ax et v— u. au lieu de », cette formule générale: 


vn u—i,n v un —1 v—1 
G(y) = È (x) G(y)— E (a) G (y) + 
p=n—l rv4p u+p,n —p—1 


9 
a ap: ei OE e (10) 


p=n—1 Tale vip _utpn—p—1 

Pure ge ape) AE | 

qui est bien remarquable à cause des quatre variables qu’elle contient. Il est clair 
que cette formule n’est autre chose qu’une conséquence des propriétés fonda- 
mentales des polynômes R, de sorte qu’elle dénonce de nouveau la nature 
flexible des polynômes susdits. Néanmoins, une démonstration de (10) par un 
calcul direct semble être un peu longue. 
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Or, il est clair que la formule (10) pourra donner une foule d’autres ou 
en spécialisant les quantités p, », x, y ou en introduisant des fonctions par- 
 ticuhières au lieu de G. C’est par ce point de vue que j'ai déduit, dans la 
première partie, une suite de formules contenant les polynômes R, en suppo- 
sant @ égal à une fonction cylindrique. 

Voici maintenant quelques autres formules particulières déduites de (10): 

1° x= m, posant 





BL; y n N n 
Ha)-,.6@)+ 340), (e) 
et appliquant la formule: 
ih kei 7 
R (00) = cos = 


on aura, après avoir écrit æ au lieu de y et posé » — 0: 





n pen : 
Gia) = 4. > sin 


p=l 


x. H(x) +sin5 > E G(x) CO = = 6 (2) (11) 
formule qui peut être déduite aussi à l’aide de celle: 
n—1 n+1 n 
G (x) + G (x) = 4 H (2), (5) 


n n 
qui est une conséquence immédiate de (e). Pour les fonctions O (x), S(x) on 
retrouve par là une formule observée par M. Grar (*) pour la première fois, 
d'après ce que je sais. 


20 2=—y, »=1, »=1, nous aurons, après avoir écrit æ au 
lieu de y: 
n 1 0,n—1 0 1,n—2 
Ci'G@=4@RM+E@RH+ | , 
9 p LE pn -p-1 (12) 
+: Cipfo+2rdtw). Fr | 


ou bien, en vertu de (e): 


n 1 ,n—1 0 1,1—2 
(— LEG) R (x) + G (x) E (a) — 
pyn-p—l (124) 


(— 1p (40 Hie) — gl (e)] R Cl, 


9 Pan —1 
wv = 





fer Loc. cit.; fase. I, pa 28. 
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Mettons dans (12) S (x) au lieu de G(x), nous aurons, en vertu de [(20), 
p. 28]: | 


21 9 ‘ p=2u—1 p2n-p—1l 





Sa: N ip. SE @), (13) 
2n 1 th p=2n—1 p p,2n—p 
et D ten. SWR ker: ~~ (Be) 


tandis que (12,) donnera de méme: 





Si Di 1-0 (14) 
2n+1 2n—p+1 
04. (17 0) E) (La) 


où l’accent après le signe X ne qu'il faut prendre la moitié du terme: 
qui correspond à p = 0. 
On trouvera évidemment huit formules analogues contenant les deux 


n n 
fonctions ©, (x) et S, (x) qui sont réelles pourvu que x le soit et qui peu- 
vent être définies à l’aide de la formule: 


S (2) = e-ie (e. (2) + à 5, (a) 1 


S (x) désignant la fonction que j'ai introduite dans la première partie (p. 28) 
et que j’ai étudiée dans mon Mémoire: Evaluation nouvelle etc. (*) 


Copenhague, le 18 janvier 1901. 


(*) Ce journal, 3.° série, t. VI, p. 82. 
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